


澳門隊赴美參加第 41 屆全美高中數學競賽
（2016 年 5 月 31 日至 6 月 9 日）

2016 亞太小學數學奧林匹克賽（新加坡華僑中學）
（2016 年 5 月 26 日至 29 日）

澳門隊獲國際組團體總分亞軍、澳門隊員合體照

隊員靜聽施教練之賽前訓示 B 隊成員與導師、汪領隊合照

拉斯維加斯內華達大學校區賽場一瞥 澳門隊參觀當地機械工程學院

澳門代表隊師生合照  濠小李俊賢同學獲新加坡亞太小學數
學奧林匹克賽白金獎



赴四川參訪學習、觀光交流
（2016 年 7 月 28 至 8 月 2 日）

濠小黃欣婷同學獲新加坡亞太小學數學
奧林匹克賽榮譽獎

濠小黃欣婷同學獲新加坡亞太小學數學
奧林匹克賽白金獎

四川姜少數民族村合影四川九寨溝合影

汪會長與四川教育廳處長會面拜訪四川成都市成華小學

成華小學校長介紹校園本會成員與成華小學教師進行座談會
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基於问题的探究性数学学习

!!! 近地小行星""#$$-.$/&#自转盷期研究
6789:;78<=>?:7@A<ABC7>:DA E9:F:>:7@=9 2@DG:=8,F:>:7@=9 DA

FD878<DA7H2:@<DI DJ*K0$"#$$-.$/&

澳门培道中学 金 鑫
!

文希 刘善恒

(摘要)针对小行星光变观测与分析*建立数学模型*利用傅立叶级数与最小二乘法使
用678H78数学软件进行对比研究+在高等院校以及科研单位与中学

%

手搭建一个将科研
专案科普化提供给中学生可以进行探究式的研究学习平台+中学生在这样的科研专案下
进行自主的探究性的数学学习+

(关键字)数学建模$探究学习$小行星光变
!"#$%&'$,!"#$%&$&'%(" )*+"&%)+'+#),'-.&%#)/ )*'$+&%)#/$*0'$#,1 ), +"&-#1"+(2%3&$

)0$&%3&/ '+42%.-&5)2,+'#, 60$&%3'+)%7#, 8',9#,1*02#-+' :'+"&:'+#('-:)/&-07;)2%#&%$&%#&$

:&+")/ '$<&--'$-&'$+$=2'%&:&+")/>?,#3&%$#+#&$%&$&'%(" #,$+#+2+&$',/ $&(),/'%7$("))-$<)%@&/

+)1&+"&%+)02#-/ #,=2#%7,-&'%,#,1 .-'+*)%:*#+$2..)%+&/ "#1" $("))-$+2/&,+$*).+#('--73'%#'0-&

'$+&%)#/ )0$&%3'+#), ',/ ','-7$#$>A+2/&,+$L('%%#&/ )2+%&$&'%(" .%)9&(+$<#+" #,/&.&,/&,+#,=2#%7

-&'%,#,1>

()*+,%-#,:'+"&:'+#('-:)/&-*B,=2#%7C&'%,#,1*D$+&%)#/ -#1"+("',1&/ ',/ ','-7$#$

$>前言
国际数学大师陈省身先生晚年任教於天津南开大学*在一次课堂上一位学生拿著一道

&

数题目来请教大师+陈省身先生看了看题目*表示不会做+至今华人中唯一荣获被称为世
界数学领域诺贝尔

'

的菲尔皍
'

的丘成桐先生在回应陈省身大师这段故事的时候说道
!

&

数"题目很少是一流的数学家出的*而且这些题目出得很偏+对学生来说*解
(

非一流
数学家出的题目*

)

什
*

特别了不起的+更严重的是*学生们习惯於解
(

别人出的问题*而
不是自己发现的问题*以後不会有很强的创新能力+中国培养数学人才的方法局限性很大*

!

&

数"更是如此*只让他学习数学方面的知识*其他方面的知识很少学习+!知识面窄对於
学生一生的成长和发展都不利*有的人因此

+

了前途+"

-$-



笔者由小学开始学习
&

数*参加
&

数比赛*进入教师行列之後又开始了
&

数的培训工
作+但是笔者对於现时数学教学一味追求

&

数训练的做法实在不能苟同+

&

数?不可以培
养学生的数学家思维*甚至偏离了数学作为工具学科的功能性作用+学生上了

&

数课*题目
就会解*

)

有学过就不会+根据统计*适龄青少年适合进行
&

数训练的学生只有4E*这只是
适合训练的数字*而不是可以有机会获得

&

数比赛优?成绩的学生人数+然而事情又
)

有
这样简单*笔者所任职的学校每年级大概有$"#人左右*如果按照4E的比例*应当平均每
年级只有4>%名学生适合进行

&

数学习*但是笔者所在的学校?不是出类拔萃的名校*这
4>%名同学很有可能有一位到两位同学选择了所谓的名校就读+本校各年级中适合

&

数学
习的人数很少*基於这样的情癋*身为一位元数学老师需要考虑

&

数训练何去何从.

作为一名进行数学教学的前瞃教师*我们要用怎样的方法提癉学生的数学思维能力或
是提高学生应用数学於实际当中*解

(

一些实际的问题.

基於这样的想法*我们开展了$基於问题的探究%式数学教学+通过一个预设好的项目*

造一个问题情境*学生展开自主学习*寻找数学方法*建立数学模型*进而解
(

实际问题+

">基於问题的探究式数学教学专案简介
科研重视研究的结果*教育重视学习的过程+科研与教育之间是否可以有机的结合起

来而成为中学教育中一种新的学习模式.而又如何透过科研项目科普化&赵军*"#$+'从而
实现探究式的研究性学习呢.

一个偶然的机会可以使得澳门培道中学天文小组的同学参与到中科院南京紫金山天
文台与澳门科技大学合作进行的!大样本小行星光变观测与分析"的天文科研专案之中+

虽然这是一个前沿科研专案*但是由天文学科研专案入手进行探究式的研究性学习难度适
中易於入手+

">$>小行星光变观测与分析专案简介
高等科研机构研究的$大样本小行星光变观测与分析%是通过位於紫金山天文台盱眙

观测站的大型地面望远镜开展对小行星的大视场观测*采集大样本小行星的光变曲瞃+同
时对几十甚至上百颗小行星同时做光度监测$收集数据+而我们的同学的参与过程只针对
其中一颗小行星做观测分析+通过研究的过程*进行探究性学习?了解科研的过程与方法+

我们研究对象为"#$$-.$/&小行星*这
是一颗近地小行星&*K0'+它在"#$$年$#月
"/日通过泛星计画即全景巡天望远镜和快速
回应系统&27AD@7;<=)M@N:OE:H:>=DP:7AI

F7P<I F:>PDA>:)O>8:;*27A ,)E0FF)'设於
美国夏威夷茂宜岛海勒卡拉火山观测站所发
现+我们选择这颗小行星作为研究对象*是由
於它的特殊性

(

定的+如右图所示*大部分小
-"-



行星的直径超过两公里*自转速度超过两小时+而"#$$-.$/&小行星的直径小*转速快*成
分特殊&5#Q为白金'*并且在"#$/年'月最为接近地球+於是*我们於"#$/年&月前往紫金
山天文台盱眙观测站*使用其大型地面望远镜开展对小行星做大视场观测*采集小行星的
光变曲瞃+

">">数据分析与处理
我们由科研专案的研究目标与步骤著手出发将科研专案科普化+依皏澳门科技大学的

科研团队*中学生全程参加大样本小行星光变观测与研究项目+在探究的过程中*不断提出
问题*提出假设*自主的去寻找研究方法*一边学习相关的科学知识+科研重视知识成果的
获得*而教育重视的是知识获得的过程*尤其针对青少年科学素养的培养更是如此+

因此在针对小行星的观测研究过程中*我们的最终目标是针对小行星进行物理观测如
测光观测与光谱观测*得到小行星的光变曲瞃+分析所观测的数据*由光变曲瞃找出光变盷
期*计算反演小行星的轨道位置以及形状+

但问题来了*我们如何验证自己反演的计
算方法正确呢.教师引道学生设计模拟验证实
验*即作不同材质$形状大小的小行星模型*

在实验室中模拟太阳光平行照射小行星而产生
光变曲线*用以验证我们的研究方法的可行性+

另一方面*参与本项目的同学在"#$/年&月期
间前往紫金山天文台盱眙观测站与中科院的专
家学者进行探讨交流与学习*直接进行观测?
搜集资料*?将获得的资料对小行星的盷期等
参数进行计算+

本探究项目的创新之处就是由澳门科技大学与培道中学
%

手搭建一个中学生科学研
究的探究性学习平台*将中学生的探究学习搭建在高等院校的研究项目之上*令学生走出
校园站在科研第一瞃*去体会科学探索的过程与方法+精进自身的学业*同时为澳门的未来
培养本地的科技人才+

-4-



4>探究性数学学习的开展
关於小行星的研究*包括小行星的旋转盷期*在太阳的研究中发挥越来越重要的作

用+有超过%#万颗小行星被发现*但很少知道他们的物理参数*如旋转盷期+然而*关於小行
星的主要研究数据是由地面观测站收集的光曲瞃*直到现在+自$5#%年以来*当罗素首先尝
试从在对立面上观察到的光曲瞃中道出反射率图时*已经有许多研究集中於从光曲瞃道出
小行星的物理参数+图">4显示的就是我们所获得的"#$$-.$/&号近地小行星四天的光变数
据+第一栏表示的是时间&单位为儒略日'*第二栏表示的是星等*第三栏表示的星等误差+

因为从地面望远镜观察到的小行星的亮度经常受到望远镜的大气和精度的影响*并且
很难收集足

,

的光曲瞃为这
*

多的小行星+并且我们使用的盱眙观测站的近地望远镜非常
智慧*当有类似云或飞机等遮挡物遮挡望远镜的观测对象时候*望远镜会自动停止拍摄*但
是这样的智能会令到我
们的数据获得?非按照
时间轴等差拍摄*因此
我们首先需要对所获得
的数据进行处理选择*

选择时间坐标等差的部
分进行计算+

右图即是我们利用
5'+F-'0选择合适的数
据范围

4>$>选择数学模型
4>$>$傅叶级数法与曲瞃拟合RDM@<:@>:@<:>;:89DI 7AI SM@N:J<88<AB

在数学中*傅叶级数是一种将函数表示为简单正弦波之和的方法+更正式地*它将任
何盷期函数或盷期信号分解为一组简单振?函数&即正弦和馀弦'的和+

如果*&G'是具有盷期4的盷期函数+那
*

*我们可以以这种形式写入函数,

*&G'H'

#

I

!

T

, H$

&'

,

()$

"

!

,G

.

I0

,

$#,

"

!

,G

.

'*

当然我们可以将上式用以下的形式表达,

*&G'H

!

T

, H$

(

,

/&

#

"

!

,G

.

在这,

'

,

H

"

.

"

G

#

I.

G

#

*&G'/()$&

"

!

,G

.

'/G
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,

H

"

.

"

G

#
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G

#
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"

!
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.
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0

,

H

$

"

&'

,

F#0

,

'**)%, J#

'

#

**)%, H

{
#

随著,的值增加*该函数被更准确地表示+然而*我们不能得到,的值到无穷大+所以在
本文中*我们设置,的最大值为"#*这是效率和精度之间的适当平衡+

曲瞃拟合是构建曲瞃或数学函数的过程*该曲瞃或数学函数具有与可能受制约的一系
列数据点的最佳拟合+当然曲瞃拟合问题分为两类,瞃性曲瞃拟合和非瞃性曲瞃拟合*这取
(

於数据在所有未知数中是否是瞃性的+在这*我们使用瞃性曲瞃拟合来拟合我们的光
变曲瞃+

以下是我们使用678,H7U软件编程拟合曲瞃的部分代码解说,

#

!函数F:7I?SVE$将观测资料读取?储存一阵列中
JMA=8<DA 0E*@;>:1WF:7I?SVE$&FR<H:*7;:***X78:*M;*.)*.K*C-'

J<I@WJDP:A&FR<H:*7;:*2@3'

Q F:7I DM889:YUG:=8A7;:7AI AM;U:@7AI I<>PH7O89:;

0>8:@D<I*M;U:@WJB:8H&J<I@'

0>8:@D<I*M;U:@W0>8:@D<I*M;U:@&:AI ,/,:AI'
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Q F:7I DM889:ZMH<7A X7O*U@<B98A:>>7AI DU>:@N78<DA :@@D@

?SW01

?S$ W01

[9<H:$

!?<A:X787WJB:8H&J<I@'

!44

!4

KAI

#

!函数GMH<7A"B@:B将儒略日转
-

为西历
JJMA=8<DA 0O:7@*;DA89*I7O*9DM@*;<AM*>:=*I7O[::\*I78:B@:B1WGMH<7A"B@:B&ZX'

:@@D@&A7@B=9\&$*$*A7@B<A''

(WJHDD@&ZX]#1/'

R@W7U>&(,&ZX]#1/''

44

44

I7O[::\ W52)MAI7O326DAI7O32EM:>I7O32.:IA:>I7O32E9M@>I7O32R@<I7O32)78M@I7O36

I7O[::\ WI7O[::\5AI ]$6
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#

!函数RDM@<:@V>:@<:>V*透过多次的?)VRDM@<:@运算结果找出最佳盷期转速
JMA=8<DA 0E*D;:B7*>>:1WRDM@<:@V>:@<:>V*&[V>*[V:*UM*I787̂*I787O*A'

[W[V>,UM,[V:

2V0 W01

_V" W :̀@D>&$*H:AB89&[''

JD@;W$,H:AB89&['

0P*̂V"1W?)VRDM@<:@&[&;'*I787̂*I787O*A'

2V0 W02V07P31

_V"&;'W V̂"

:AI

0>>:*M1W;<A&_V"'

44

44

JD@;W$,H:AB89&H'

^WH&;'

2W0$*=D>&D;:B7

$

'̂*><A&D;:B7

$

'̂*=D>&"

$

D;:B7

$

'̂*><A&"

$

D;:B7

$

'̂*

=D>&4

$

D;:B7

$

'̂*><A&4

$

D;:B7

$

'̂*1111

JD@̀ W$,"

$

A ]$

>M; W>M;]2V0&M*̀'

$

2&̀'

:AI

?&;'W>M;

>M; W#

:AI

PHD8&I787̂*I787O*2U

$

3*267@\:@)<̀:3*$"'

44

44

:AI

4>$>"最小二乘法与瞃性曲瞃拟合?:7>8>aM7@:>7AI H<A:7@=M@N:J<88<AB

最小二乘法是求回归分析确定系统的近似解的标准方法+最小二乘意味著整体的解
(

方案*最大限度地
.

少每个方程的结果中的错误的平方的总和+最重要的应用是在资料拟
合+在最小二乘意义上的最佳拟合最小化残差平方和*残差是观察到的值和模型提供的拟
合值之间的差?+

目标包括调整模型参数寻找最适合的资料集+一个简单的资料集由,个点阵&G

#

*7

#

'*

#H$*4*:*G

#

为自变量*7

#

为因变量+这个模型的方程为*&G*

"

'*其中:可调参数被保存在向量
"

+我们的目标是通过最小二乘法找出最小的
#

"

*令到我们找到最好的点*即当残差
#

"

H

!

:

$

%

"

#

-%-



为最小值的时候+残差
#

" 定义为该模型预测值与实际值之间的差?+%

#

H7

#

F*&G

#

*

"

'

以下为使用678,H7U编程最小二乘法选取最优解的部分代码*

#

!函数?)VRDM@<:@利用传立叶级数计算出所求的数&7#*7$4 7A*U$4 UA'和与
所对应之的最小二乘法结果?回传+

JMA=8<DA00*_"1W?)VRDM@<:@&[*I787̂*I787O*A'

>M; W#

>M;VOW#

>M;V$ W :̀@D>&"

$

A ]$*"

$

A ]$'

>M;VOV$ W :̀@D>&"

$

A ]$*$'

0 W :̀@D>&"

$

A ]$*$'

JD@<W$,"

$

A ]$

!JD@GW$,"

$

A ]$

!!JD@\ W$,H:AB89&I787̂'

!!^WI787̂&\'

!!!2W0$*=D>&[

$

'̂*><A&[

$

'̂*=D>&"

$

[

$

'̂*><A&"

$

[

$

'̂*=D>&4

$

[

$

'̂*1111

!!!>M; W>M;]2&<'

$

2&G'

!!!<JGWW"

$

A ]$

!!!!>M;VOW>M;VO]2&<'

$

I787O&\'

!!!!:AI

!!!:AI

!!!>M;V$&<*G'W>M;

!!!>M; W#

!!:AI

!!>M;VOV$&<*$'W>M;VO

!!>M;VOW#

!:AI

!0 W>M;V$ b>M;VOV$

!\ W$

!<W$

!>M; W#

!>M;VOW#

!JD@\ W$,H:AB89&I787̂'

!!^WI787̂&\'

!!2W0$*=D>&[

$

'̂*><A&[

$

'̂*=D>&"

$

[

$

'̂*><A&"

$

[

$

'̂*=D>&4

$

[

$

'̂*

><A&4

$

[

$

'̂*1111

!!!JD@<W$,"

$

A ]$

!!!!>M; W>M;]0&<'

$

2&<'

!!!:AI

!!!>M;VOW>M;VO]&I787O&\',>M;'c"

!!!>M; W#
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!!:AI

_" W>M;VO

=H:7@>M;>M;VO>M;V$ >M;VOV$ 2<G\

:AI

+1数学建模的计算结果
我们不同的小组使用不同的演算法*不同的软体分别进行计算+之後比较几组同学的

答案来相互验证+

我们知道傅叶级数在盷期函数中有广泛应用*因此使用678H7U与2:@<DI两个软体进
行计算*以下是两个软体分别计算的结果+

+1$1使用678H7U傅叶级数的计算结果

-&-



我们经过&次的傅叶级数的变
-

可以在上图中明显看到"#$$-.$/&小行星自转盷
期约为4%1%4分钟+

+1"1使用2:@<DI傅叶级数的计算结果
经过几次计算之後我们得到下图*选取其中部分盷期放大之後可以发现结果约为451

4/分钟+

-5-



+141使用678H7U最小二乘法的计算结果

K

"

:#,

H

!

:

$

*

,

F*

L

,

&

( )
,

"

如上公式*若*

,

与*

L

,

相差越小*误差&

,

越小*那
*

就越符合我们的精确值*因此如下图
所示*我们清楚的可以看到最低点为#>%""约为4'>$/分钟+

/1结语
我们希望能借著这次对"#$$-.$/&近地小行星的研究能了解到科学研究的整个过程

及了解如何行用一些程式来计算出小行星自转速度*?从科学研究中学到何谓自主学习*

科学研究专案是一个需要参与者发现或提出问题*再与别人一起提出解
(

问题的设想*利
用各种方法解

(

问题*养成质疑$批判$反思$民主$严谨$认真$求实$负责等等的科学态度
和科学研究精神*?利用所学知识找出问题的答案+而在过程可能会出现相关知识?不是
我们学习的

/

容或是一些在大学中才会学到的知识*而我们就要自己从网上或相关的书籍
中寻找一些的

/

容或是一些计算方*就像这次研究会利用到的计算方法*我们在中学中还
未学到*因此我们便要从老师和教授那得知一些相关的补充知识和计算的方法*而这就
是我们希望在本次科学研究中能学到自主学习*而我们亦能从中学习到一些我们癉上大学
後要学习到的一些计算方法+而我们这次主是希望能计算出它的自转速度*其中我们亦进
行了很多不同的假设*再利用老师和教授们的补充知识来解

(

这些假设*从而得出最後亦
是我们想得到的*问题的答案+
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D>4>和 M>4>相关问题

一题多解的四个典型案例

澳门数学教育研究学会 郑志民

从等差数列&D>4>'的定义*可以推出等差数列&D>4>'的通项'

,

的公式及其变形与前
,项和A

,

的两大公式,

'

,

H'

$

I&, F$'/*'

$

H'

,

F&, F$'/*/ H

'

,

F'

$

, F$

*, H

'

,

F'

$

/

I$7

A

,

H

,&'

$

I'

,

'

"

*A

,

H,'

$

I

,&, F$'/

"

>

&其中'

$

为首项*/为公差*,为项数*'

,

为通项*A

,

为前,项之和>'

让'

,

作为!首项"*'

:

作为!末项"*把通项公式!推陈出新"*便可以得到相应的拓广形
式及其变形,

!'

:

H'

,

I&:F,'/>!

&两项关'

'

,

H'

:

F&:F,'/*/ H

'

:

F'

,

:F,

*:H

'

:

F'

,

/

I,>

&由'

:

H'

$

I&:F$'/和'

,

H'

$

I&, F$'/联立可得上述变形公式>'

上述的公式更可以在数轴上加以几何解释,

对於'

,

H'

$

I&, F$'/*设/ J#*则分别有图$和图",

-"$-



对於'

:

H'

,

I&:F,'/*设/ J#*:J,*则分别有图4和图+,

此外*由等差数列&D>4>'的定义更可以推出许多重要的性质,

&$'若5'

,

6为D>4>*0为常数*/为公差*则5'

,

I06也为D>4>*0为常数*且公差为/>

&"'若5'

,

6为D>4>*常数@

%

#*/为公差*则5@'

,

6也为D>4>*常数@

%

#*且公差为@/>

&4'若5'

,

6*50

,

6均为D>4>*公差分别为/

$

*/

"

*常数@

$

%

#*@

"

%

#*则5@

$

'

,

I@

"

0

,

6也
为D>4>*且公差为@

$

/

$

I@

"

/

"

>

&+'若5'

,

6为D>4>*且项数.*=*%为D>4>*则'

.

*'

=

*'

%

也成D>4>*反之也对&三项关
'>

&/'若5'

,

6为D>4>*:*,*.*=*%为正整数*且有:I, H.I=*且'

:

I'

,

H'

.

I'

=

*反
之也对&四项关'>

性质&/'也可作如下的几何解释,

&N5IN8HN4INO*即:I, H.I=>'

&%'若'$D$0成D>4>*则D叫做'*0的等差中项*且DH

' I0

"

&' H"DF0*0H"DF''*

反之也对&三项关'>

类似地*从等比数列&M>4>'的定义*也可以推出等比数列M>4>的通项公式及其变形
与前,项和A

,

的公式,

'

,

H'

$

=

,F$

*'

$

H

'

,

=

,F$

*=H

,F$

'

,

'槡$

*, H

-1'

,

F-1'

$

-1=

I$7

A

,

H

'

$

&$ F=

,

'

$ F=

*A

,

H

'

$

F'

,

=

$ F=

>

&其中'

$

为首项*=为公比*,为项数*A

,

为前,项的和>'

-4$-



让'

,

作为!首项"*'

:

作为!末项"*把通项公式!推陈出新"*便可以得到相应的拓广形
式及其变形,

!'

:

H'

,

I=

:F,

>!

&两项关'&:J,'

'

,

H'

:

=

:F,

*=H

:F,

'

:

'槡,

*:H

-1'

:

F-1'

,

-1=

I,>

上述的公式也可以&如D>4>'类似地在数轴上加以几何解释&本文从略'*有兴趣者可
分

!

'

$

J#*=J$7

"

'

$

J#*# P=P$7

#

'

$

J#*=P#7

$

'

$

J#*=H$分别得递增数列*

递
.

数列*摆动数列*常数列的几何解释>

同样地*由等比数列&M>4>'的定义也可以推出许多重要性质,

&$'若5'

,

6为M>4>*=为公比*常数@

%

#*则5@'

,

6为M>4>*常数@

%

#*且公比为@=>

&"'若5'

,

6*50

,

6均为M>4>*公比分别为=

$

*=

"

*则5'

,

/0

,

6也为M>4>*且公比为=

$

/=

"

>

&4'若5'

,

6为M>4>*且项数.*=*%成M>4*则'

.

*'

=

*'

%

也成M>4>*反之也对&三项关
'>

&+'若5'

,

6为M>4>*:*,*.*=为正整数*且:I, H.I=*则'

:

/'

,

H'

.

/'

=

*反之也
对&四项关'>

&/'若'*M*0成M>4>*则M叫做'0的等比中项*且 槡MH '0*反之也对&三项关'>

善於利用D>4>和M>4>的定义$通项公式&及其变形和拓广形式'*前,项和公式*特别
是相关的性质*都可以简捷地解D>4>和M>4>的相关问题*甚至可以做到一题多解>

下面四个例题的一题多解*便是典型的案例>

&例$'已知5'

,

6为D>4>*'

4

H5*'

5

H$"*求'

$/

*'

"$

*'

""

>

&解法一'h5'

,

6为D>4>*'

4

H5*'

5

H$"*

i

'

$

I"/ H5*

'

$

I&/ H$"

{
>

!i'

$

H&*/ H

$

"

>

故'

$/

H'

$

I&$/ F$'/ H& I$+ Q

$

"

H$/*

'

"$

H'

$

I&"$ F$'/ H& I"# Q

$

"

H$&*

'

""

H'

$

I&"" F$'/ H& I"$ Q

$

"

H$&

$

"

>

&此解法为!通法"---列方程组求解法*属基本的解法*也是最常用的解法>'

&解法二'h5'

,

6为D>4>*且'

4

H5*'

5

H$"*又'

:

H'

,

I&:F,'/*

i/ H

'

:

F'

,

:F,

H

'

5

F'

4

5 F4

H

$" F5

%

H

4

%

H

$

"

*

i '

$/

H'

4

I&$/ F4'/ H5 I$" Q

$

"

H$/*
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'

"$

H'

4

I&"$ F4'/ H5 I$& Q

$

"

H$&*

'

""

H'

4

I&"" F4'/ H5 I$5 Q

$

"

H$&

$

"

>

&此解法运用了等差数列通项公式的拓广形式'

:

H'

,

I&:F,'/及变形公式/ H

'

:

F'

,

:F,

*属$巧解法%>'

&解法三'h5'

,

6为D>4>*且'

4

H5*'

5

H$"*又4*5*$/成D>4>*i'

4

*'

5

*'

$/

成D>4>*

i'

$/

H"'

5

F'

4

H" Q$" F5 H$/7

同理5*$/*"$成D>4>*

i'

5

*'

$/

*'

"$

也成D>4>*

i'

"$

H"'

$/

F'

5

H" Q$/ F$" H$&7

由'

:

H'

,

I&:F,'/*知
/ H

'

:

F'

,

:F,

H

$" F5

5 F4

H

4

%

H

$

"

*

i'

""

H'

4

I&"" F4'/ H5 I$& Q

$

"

H$&

$

"

>

&此解法运用了等差数列中等差中项的变形公式---'

:

*'

,

*'

.

成D>4>*则'

.

H"'

,

F

'

:

及等差数列中通项公式的拓广形式'

:

H'

,

I&:F,'/之变形公式/ H

'

:

F'

,

:F,

*属$妙
解法%*但属$特法%*若4*5*$/75*$/*"$不成D>4>*则此法不通>'

&解法四'h5'

,

6为D>4>*且'

4

H5*'

5

H$"*

i

'

$/

F'

5

$/ F5

H/ H

'

5

F'

4

5 F4

*

i

'

$/
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%

H

$" F5

%

*
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$/

H4 I$" H$/7

同理'
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F'
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"$ F5

H/ H

'

5

F'

4

5 F4

*

i

'
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H

$" F5

%

*

'

"$

H" Q4 I$" H$&7

同理'
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F'
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"" F5
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*
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&此解法运用了等差数列的通项公式'

:

H'

,

I&:F,'/之变形公式'

:

F'

,

:F,

H/ H

'

.

F'

=

4F=

*设/而不求/*!声东击西"去解题*属$巧妙解法%*且此解法具普遍性>'

&例"'在
&

DRS中*D*R*S的对边分别是'*0*(*已知'

"

*0

"

*(

" 成D>4>*

求证,

()$D

'

*

()$R

0

*

()$S

(

成D>4>>

&证法一'在
&

DRS中*'

"

*0
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" 成D>4>*

i F"'
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*F"0

"

*F"(
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"
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I(
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F"'
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"

I0

"

I(
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"
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"

I0

"

I(

"

F"(
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即0

"

I(

"

F'

"
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"

I(

"

F0

"
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"

I0

"

F(

" 也成D>4>>

又'0(

%

#*

i

0

"

I(

"

F'

"

"'0(

*

'

"

I(

"

F0

"

"'0(

*

'

"

I0

"

F(

"

"'0(

也成D>4>*

即
0

"

I(

"

F'

"

"0(

'

*

'

"

I(

"

F0

"

"'(

0

*

'

"

I0

"

F(

"

"'0

(

也成D>4>*

i

()$D

'

*

()$R

0

*

()$S

(

成D>4>>

&此证法属综合法*利用等差数列的性质结合馀弦定理证题>'

&证法二'在
&

DRS中*'

"

*0

"

*(

" 成D>4>*

i'

"

I(

"

H"0

"

*

又()$DH

0

"

I(

"

F'

"

"0(

*()$RH

'

"

I(

"

F0

"

"'(

*()$SH

'

"

I0

"

F(

"

"'0

*

i

()$D

'

I

()$S

(

H

0

"

I(

"

F'

"

"'0(

I

'

"

I0

"

F(

"

"'0(

H

"0

"

"'0(

H

"&"0

"

F0

"

'

"'0(

H

"&'

"

I(

"

F0

"

'

"'0(

H" Q

'

"

I(

"

F0

"

"'(

0

H" Q

()$R

0

*

故()$D

'

*

()$R

0

*

()$S

(

成D>4>>

&此证法也属综合法*利用等差中项的充要条件---!'

"

*0

"

*(

"成D>4>

'

"0

"

H'

"

I(

"

"*

代数式的恒等变形结合馀弦定理证题>'

&证法三'在
&

DRS中*'

"

*0

"

*(

" 成D>4>*i'

"

I(

"

H"0

"

*

又'

"

H0

"

I(

"

F"0(()$D*0

"

H'

"

I(

"

F"'(()$R*(

"

H'

"

I0

"

F"'0()$S*

i0

"

I(

"

F"0(()$D*'

"

I(

"

F"'(()$R*'

"

I0

"

F"'0()$S也成D>4>*

i&0

"

I(

"

F"0(()$D'I&'

"

I0

"

F"'0()$S'H"&'

"

I(

"

F"'(()$R'*

则0(()$DI'0()$SH"'(()$R*

-%$-



从而0(()$D*'(()$R*'0()$S成D>4>*

又'0(

%

#*

故()$D

'

*

()$R

0

*

()$S

(

成D>4>>

&此证法属综合法*利用等差中项的充要条件*代数式的恒等变形结合馀弦定理证题>'

&证法四'在
&

DRS中*'

"

*0

"

*(

" 成D>4>*

i'

"

I(

"

H"0

"

*

又&0

"

I(

"

F'

"

'I&'

"

I0

"

F(

"

'

"

H0

"

H"0

"

F0

"

H'

"

I(

"

F0

"

*

i0

"

I(

"

F'

"

*'

"

I(

"

F0

"

*'

"

I0

"

F(

" 成D>4>*

又'0(

%

#*

i

0

"

I(

"

F'

"

"'0(

*

'

"

I(

"

F0

"

"'0(

*

'

"

I0

"

F(

"

"'0(

也成D>4>*

即
0

"

I(

"

F'

"

"0(

'

*

'

"

I(

"

F0

"

"'(

0

*

'

"

I0

"

F(

"

"'0

(

也成D>4>*

i

()$D

'

*

()$R

0

*

()$S

(

成D>4>>

&此证法属综合法*利用等差中项的充要条件*等差数列的性质*代数式的恒等变形结
合馀弦定理证题>'

&证法五'在
&

DRS中*要证明()$D

'

*

()$R

0

*

()$S

(

成D>4>*只需证()$D

'

I

()$S

(

H

"()$R

0

*

根据馀弦定理知*只需证
0

"

I(

"

F'

"

"'0(

I

'

"

I0

"

F(

"

"'0(

H" Q

'

"

I(

"

F0

"

"'0(

*

又只需证&0

"

I(

"

F'

"

'I&'

"

I0

"

F(

"

'H"&'

"

I(

"

F0

"

'*

即只需证'

"

I(

"

H"0

"

*

也即只需证'

"

*0

"

*(

" 成D>4>*

而'

"

*0

"

*(

" 成D>4>&已知'*且以上各步*步步可逆*

i

()$D

'

*

()$R

0

*

()$S

(

成D>4>>

&此证法属分析法*利用等差中项的充要条件*代数式的恒等变形结合馀弦定理证题>'

&证法六'在
&

DRS中*要证明()$D

'

*

()$R

0

*

()$S

(

成D>4>*

只需证
0

"

I(

"

F'

"

"0(

'

*

'

"

I(

"

F0

"

"'(

0

*

'

"

I0

"

F(

"

"'0

(

成D>4>*

这只需证0

"

I(

"

F'

"

"'0(

*

'

"

I(

"

F0

"

"'0(

*

'

"

I0

"

F(

"

"'0(

成D>4>*

-'$-



这又只需证0

"

I(

"

F'

"

*'

"

I(

"

F0

"

*'

"

I0

"

F(

" 成D>4>*

也即只需证&0

"

I(

"

F'

"

'F&'

"

I0

"

I(

"

'*&'

"

I(

"

F0

"

'F&'

"

I0

"

I(

"

'*

&'

"

I0

"

F(

"

'F&'

"

I0

"

I(

"

'成D>4>*

即F"'

"

*F"0

"

*F"(

" 成D>4>*

也即只需证'

"

*0

"

*(

" 成D>4>*

而'

"

*0

"

*(

" 成D>4>&已知'*且以上各步*步步可逆*

i

()$D

'

*

()$R

0

*

()$S

(

成D>4>>

&此证法属分析法*利用等差数列的性质*代数式的恒等变形结合馀弦定理证题>'

&例4'若&TFG'

"

F+&GF7'&7FT'H#*求证G*7*T成D>4>>

&证法一' h# H&TFG'

"

F+&GF7'&7FT'

HT

"

F"TGIG

"

F+G7F+7TI+7

"

I+TG

HT

"

I"TGIG

"

F+G7F+7TI+7

"

HT

"

I"&GF"7'TI&GF"7'

"

H&" IGF"7'

"

*

iTIGF"7H#*即TF7H7FG>

根据等差数列的定义*知G*7*T成D>4>>

8本题结论可以归结为证明GITF"7H#*而已知条件是关於G*7*T的二次式*因此要
先证明&GITF"7'

"

H#>9

&证法二'h&TFG'

"

F+&GF7'&7FT'H#*

i0F&GF7'F&7FT'1

"

F+&GF7'&7FT'H#*

&GF7'

"

F"&GF7'&7FT'I&7FT'

"

H#*

0&GF7'F&7FT'1

"

H#*

&GF"7IT'

"

H#>

iTIGF"7H#*也即TF7H7FG>

根据等差数列的定义*G*7*T成D>4>>

&证法三'由已知条件表明*对於以GF7*7FT为根的关於+的二次方程为
0+F&GF7'10+F&7FT'1H#*

+

"

I&TFG'+I&GF7'&7FT'H#*

有
&

H&TFG'

"

F+&GF7'&7FT'H#*从而两根相等*

iGF7H7FT*

根据等差数列的定义*G*7*T成D>4>>

&证法四'当GF7H#时*根据已知条件&TFG'

"

F+&GF7'&7FT'H#*可知*

GH7HT*结论显然成立>

当GF7

%

#时*作关於+的二次方程
-&$-



&GF7'+

"

I&TFG'+I&7FT'H#*

有
&

H&TFG'

"

F+&GF7'&7FT'H#*

从而两根相等*+

$

H+

"

>

又由&GF7'I&TFG'I&7FT'H#知*方程一根为$*因而另一根也为$*

根据韦达定理知*

7FT

GF7

H+

$

/+

"

H$*

即GF7H7FT*

按等差数列的定义*G*7*T成D>4>>

&证法五'h&TFG'

"

F+&GF7'&7FT'H#*

i&TFG'

"

H+&GF7'&7FT'*

由不等式+'0

(

&' I0'

"

*可得
&TFG'

"

H+&GF7'&7FT'

(

0&GF7'I&7FT'1

"

H&GFT'

"

>

等号当且仅当GF7H7FT时成立*

按等差数列的定义*G*7*T成D>4>>

8注,h&' F0'

"

)

#*i&' I0'

"

F+'0

)

#*+'0

(

&' I0'

"

*当且仅当' H0时*不等
式取等号>9

&证法六'可将已知式&TFG'

"

F+&GF7'&7FT'H#视为7的二次方程*得
+7

"

F+&TIG'7I&GIT'

"

H#*

解得7H

+&TIG'U $%&TIG'

"

F$%&GIT'槡 "

+ Q"

H

TIG

"

>

iGF7H7FT*

按等差数列的定义*G*7*T成D>4>>

&证法七'设GH7I(*TH7I/*代入已知式&TFG'

"

F+&GF7'&7FT'H#*得
&/ F('

"

I+(/ H#*即&/ I('

"

H#*

i(HF/*即GF7H7FT>

按等差数列的定义*知G*7*T成D>4>>

&例+'有四个数*前三数成D>4>*後三个数成M>4>*并且等一个数与第四个数之和为
$%*第二个数与第三个数之和为$"*求这四个数>

&解法一'根据题意*可设四个数分别为GF/*G*GI/*7*

GF/ G GI/ 7

第一数 第二数 第三数 第四数

则有
GI&GI/'H$"* &$'

&GF/'I7H$%* &"'

&GI/'

"

HG7* &4

{
'

由&$'*可得/ H$" F"G*分别代入&"'*&4'得
-5$-



4GI7H"&* &+'

&$" FG'

"

HG7* &/

{
'

由&+'*可得7H"& F4G*代入&/'得
&$" FG'

"

HG&"& F4G'*

即G

"

F$4GI4% H#*&GF+'&GF5'H#*

iG

$

H+*G

"

H5*

7

$

H$%*7

"

H$*

/

$

H+*/

"

HF%>

i所求的四个数分别为#*+*&*$%或$/*5*4*$>

&此解法设三个未知数G*7*/*?藉助於框图表达出第四个数*列三元一次方程组求
解>'

&解法二'根据题意*可设四个数分别为G*7*$" F7*$% FG*

G 7 $" F7 $% FG

第一数 第二数 第三数 第四数

则有"7HGI&$" F7'* &$'

&$" F7'

"

H7&$% FG'>&"

{
'

由&$'*可得GH47F$"*代入&"'*得
&$" F7'

"

H7&"& F47'*

即7

"

F$47I4% H#*&7F+'&7F5'H#*

iG

$

H#*G

"

H$/*

!7

$

H+*7

"

H5>

i所求的四个数分别为#*+*&*$%或$/*5*4*$>

&此解法设两个未知数G*7*?藉助於框图表达出其他两个数*列二元二次方程组求
解>'

&解法三'根据题意*可设四个数分别为$% FG=

"

*G*G=*G=

"

*

$% FG=

"

G G=

G=

"

第一数 第二数 第三数 第四数

则有GIG=H$"* &$'

$% FG=

"

IG=H"G>&"

{
'

由&$'*可得GH

$"

$ I=

*代入&"'*得

$% F

$"

$ I=

/=

"

I

$"

$ I=

/=H

"+

$ I=

>

即4=

"

F'=I" H#*&4=F$'&=F"'H#*

-#"-



i=H"*或=H

$

4

*GH+*或GH5>

i所求的四个数分别为#*+*&*$%或$/*5*4*$>

&此解法设两个未知数G*=*?藉助於框图表达出其他两个数*列二元二次方程组求
解>'

&解法四'根据题意*可设四个数分别为47F$"*7*$" F7*$% F&47F$"'*

47F$" 7 $" F7 $% F&47F$"'

第一数 第二数 第三数 第四数
则有&$" F7'

"

H7&"& F47'*

即7

"

F$47I4% H#*&7F+'&7F5'H#*

i7

$

H+*或7

"

H5>

i所求的四个数分别为#*+*&*$%或$/*5*4*$>

&此解法设一个未知数7*?藉助於框图表达出其他三个数*列一元二次方程组求解>'

&解法五'根据题意*可设四个数分别为'*0*(*/>

' 0 ( /

第一数 第二数 第三数 第四数

则有
' I/ H$%* &$'

0I(H$"* &"'

"0H' I(* &4'

(

"

H0/> &+










'

由&$'I&"'*得
' I0I(I/ H"&* &/'

把&4'代入&/'*得
/ H"& F40>

又由&$'*又可得
' H$% F/ HF$" I40>

由&"'*得(H$" F0*代入&+'*可得
&$" F0'

"

H0&"& F40'*

i0

"

F$40I4% H#*&0F+'&0F5'H#*

i0

$

H+*或0

"

H57(

$

H&*或(

"

H47

!'

$

H#*或'

"

H$/7/

$

H$%*或/

"

H$>

i所求的四个数分别为#*+*&*$%或$/*5*4*$>

&此解法设四个未知数'*0*(*/分别表达四个数*列出四元一次方程组求解>'

&注'上述五种解法中*显然"解法五#易设且易列方程组*但解方程组就较难$较繁7而
-$"-



"解法四#虽然$难设元%*但易列方程*易解方程*应属最好的解法>上述解法中*都借用了
框图表达四个数*方便解题*有可取之处>

参考资料!

)$*罗增儒+惠州人编著,$怎样解答高考题数学题%+陕西师范大学出版社$55+年版>

)"*澳门濠江中学校本教材,!高一代数下
#

">

.注/本文刊登於$澳门数学教育###澳门教育文选!第二辑"%4"/% F4"%&+中国社会
科学出版社"#$"年版>
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说说!一无是处"之!$ 在高中数学中的运用"

澳门数学教育研究学会 邓海棠

!一无是处"的英文翻译是,[<89DM87><ABH:@:I::;<ABJ:78M@:7I:ND<I DJ7AO;:@<81

#汉语大词典%对!一无是处"条列如下,

(解释)!是,对*正确>

)

有一点儿对的或好的地方>

(出自)!明/张岱#与胡季望%,!是犹三家村子*使之治山珍海错*烹饪燔炙*一无是处>

明眼观之*只发一粲>"

(近义词)!一团漆黑$一无可取$百无一是>

(反义词)!十全十美$白璧无瑕$勿庸置疑>

(语法)!动宾式7作谓语$补语$宾语7含贬义>

!$"是人们再熟悉不过的一个数字了>在正整数中是第一个数*却是最小的一个数>

说!$"是!一无是处"*那是对!$"的曲解*就如#铁齿铜牙纪晓岚%&片头曲'!谁说书生
百无一用":

日常生活中第一个数*却是最好的最大的一个数字*说一不二*铿锵有力*不屈不挠*掷
地有声*更是一个不寻常的且很奇妙的一个数字>在解题中灵活运用!$"的作用*对提高解
题能力*培养良好的观察习惯和思考问题的洞察力*大有裨益>本文试从!希望杯"全国数
学邀请赛高二年级的题目为主来对!$"在高中数学中的运用加以阐述>

一*比较大小+$$%是目标
&例$'已知的大小关是# P' P0* 槡 槡GH ' I0F 0* 槡 槡7H 0F 0F'>则G*7的大

小关是!!!!! >!'希望杯(全国数学邀请赛第十一届高二第一试第$$题"

&解'

G

7

H

槡 槡' I0F 0

槡 槡0F 0F'

H

槡 槡0I 0F'

槡 槡' I0I 0

*

h' I0J0F'*i

G

7

P$>iGP7>

&评析'这是中学代数中的常见
/

容>其最基本的方法是作差比较法或作商比较法或
利用函数的单调性>作商与$比较大小*顺理成章*也很简洁>

-4"-



要注意的是, '*0J#时*

'

0

J$

'

' J07

'*0P#时*

'

0

J$

'

' P0>

二*巧妙构设+$$%是桥睴
&例"'设' J0J(*,

*

8*且$

' F0

I

$

0F(

)

,

' F(

恒成立*则,的最大值为&!!'>

!'希望杯(全国数学邀请赛第十一届高二第一试第'题"

D>"!!!R>4!!!S>+!!!V>/

先看命题,若'

$

J'

"

J4 J'

,

J#*则 $

'

$

F'

"

I

$

'

"

F'

4

I4 I

$

'

,F$

F'

,

)

&, F$'

"

'

$

F'

,

>

&证明'h'

$

J'

"

J4 J'

,

J#*

i'

$

F'

"

*'

"

F'

4

*4*'

,F$

F'

,

J#>

故由柯西不等式*得
$

'

$

F'

"

I

$

'

"

F'

4

I4 I

$

'

,F$

F'

( )
,

0&'

$

F'

"

'I&'

"

F'

4

'I4 I&'

,F$

F'

,

'1

)

&$ I$ I4 I$'       

"

&,F$'个$

H&, F$'

"

>

即 $

'

$

F'

"

I

$

'

"

F'

4

I4 I

$

'

,F$

F'

( )
,

&'

$

F'

,

'

)

&, F$'

"

>

h'

$

F'

,

J#*

i

$

'

$

F'

"

I

$

'

"

F'

4

I4 I

$

'

,F$

F'

,

)

&, F$'

"

'

$

F'

,

>

由此可得本赛题的如下解法,

h' J0J(*

i' F0J#*0F(J#*' F(J#>

i

$

' F0

I

$

0F(

)

&$ I$'

"

' F0I0F(

H

+

' F(

>

由题意*,

(

+>故选S>

&评析'应用柯西不等式*往往将原式左端乘以$来眐成不等式的条件式子*!$"起到
了桥睴作用>

三*几何之圆+$$%是半径
&例4'设不等式$ FG槡 "

)

GI+的解集是W*则实数+的取值范围&用区间形式'是
!!!! >!'希望杯(全国数学邀请赛第一届高二第一试第$&题"

-+"-



&解'作出函数7H $ FG槡 " 的图像&即图中的半圆'及函数7H

GI+的图像&即图中斜率为$的直线'>由题意*直线应在半圆的上
方>由图像可知直线7HGI+在7轴上的截距+J槡">故填&槡"*I

T

'>

&评析' 这是一道蕴含著丰富数学思想方法的好题>数形结合思
想解决了问题*体现了这道题的丰富

/

涵>揭示了本题的几何背景>

四*条件证明+$$%是突破
&例+'已知G$7$TJ#*并且G

"

$ IG

"

I

7

"

$ I7

"

I

T

"

$ IT

"

H">求证,

G

$ IG

"

I

7

$ I7

"

I

T

$ IT

"

(槡"!'希望杯(全国数学邀请赛第一届高二备选题">

&解'由G

"

$ IG

"

I

7

"

$ I7

"

I

T

"

$ IT

"

H"*

得
$ F

$

$ IG

( )"

I

$ F

$

$ I7

( )"

I

$ F

$

$ IT

( )"

H">

即$

$ IG

"

I

$

$ I7

"

I

$

$ IT

"

H$>

应用柯西不等式*

$

$ IG

"

I

$

$ I7

"

I

$

$ IT

( )"

G

"

$ IG

"

I

7

"

$ I7

"

I

T

"

$ IT

( )"

)

G

$ IG

"

I

7

$ I7

"

I

T

$ IT

( )"

"

>

於是$ Q"

)

G

$ IG

"

I

7

$ I7

"

I

T

$ IT

( )"

"

即G

$ IG

"

I

7

$ I7

"

I

T

$ IT

"

(槡">

&评析'条件不等式证明的关键在於如何利用条件*而当条件难以直接利用或条件式
显得相当复杂时*通常应当将条件适当转化*通过不同形式的

-

元$灵活&变形'应用基本
不等式$柯西不等式*以及一些重要的结论*也是证明不等式的常用方法>

五*解题联想+$$%是范围
&例/'函数*&G'H

G

"

F"GI"

"GF"

&GJ$'的最小值为&!!'!'希望杯(全国数学邀请
赛第七届高一培训题第"题"

D>F$!!!!R>$!!!!S>F"!!!!V>"

&解法一'因为GJ$*联想到
$&(

$)

$

*於是令GH$&(

"

$

*

$*

&#*

!

"

'*则GF$ H+',

"

$

>

-/"-



*&G'H

G

"

F"GI"

"&GF$'

H

&GF$'

"

I$

"&GF$'

H

+',

"

$

I$

"+',

$

H

$

"

+#,

$

I

$

+',

( )
$

)

$

"

/" +',

$

/

$

+',槡 $

H$*

当且仅当+',

"

$

H

$

+',

"

$

*即GH"时**&G'

:#,

H$>故选R>

&解法二'*&G'H

$

"

&GI$'I&

$

GF$

[ ]'>因为两个互为倒数的数*在它们等於U$时*

其和可以取到绝对值的最小值>即当GF$ HU$*即GH"或GH#时**&G'的绝对值最小>

又GJ$*故GH"时**&G'的绝对值最小>

又*&G'J#*

i*&G'

:#,

H*&"'H$>选R>

&解法三'设
%

&G'HG

"

F"GI"&GJ$'*1&G'H"GF"&GJ$'>

h

%

&G'F1&G'HG

"

F"GI" F&"GF"'HG

"

F+GI+ H&GF"'

"

)

#*

i

%

&G'

)

1&G'J#>

i

%

&G'

1&G'

)

$*即*&G'

)

$*i*&G'

:#,

H$>故选R>

&解法四'*&G'H

G

"

F"GI"

"GF"

H

&GF$'

"

I$

"&GF$'

&GJ$'>

由此联想到万能公式,$#,

&

H

"+',

&

"

$ I+',

"

&

"

>

令GF$ H+',

&

"

J#*则*&G'H1&

&

'H

$ I+',

"

&

"

"+',

&

"

H

$

$#,

&

J#>

i$#,

&

J#*又F$

(

$#,

&(

$*# P$#,

&(

$*

$

$#,

&

)

$*即*&G'

)

$>

i*&G'

:#,

H$>故选>

&解法五'hGJ$*iGF$ J#>

*&G'H

&GF$'

"

I$

"&GF$'

H

GF$

"

I

$

"&GF$'

)

"

GF$

"

/

$

"&GF$槡 '

H$*

当且仅当GF$

"

H

$

"&GF$'

*即GH"时取等号>

i*&G'

:#,

H$>故选R>

&解法六'hGJ$*

i*&G'H

G

"

F"GI"

"GF"

H

&GF"'

"

I"GF"

"GF"

H

&GF"'

"

"GF"

I$

)

$*

-%"-



当GH"时取等号>故选R>

&解法七'由7H

G

"

F"GI"

"GF"

去分母?整理得G

"

F&" I"7'GI" I"7H#>

hG

*

X*i

&

H&" I"7'

"

F+&" I"7'

)

#*即7

"

F$

)

#>

i7

(

F$或7

)

$>

hGJ$*i7H*&G'H

&GF$'

"

I$

"&GF$'

J#>i7

)

$>

当7H$时*由$ H

G

"

F"GI"

"GF"

*解得GH"

*

&$ I

T

'*

i*&G'

:#,

H$>故选R>

&评析'解法二$六$七都是运用高一知识解决问题的*其馀解法都用到了不等式知识*

以解法五$六最为简捷>

&解法七'运用的是判别式法>运用此法是有前提的*如果将题中限制条件!GJ$"去
掉*此法总能解决问题>但有了!GJ$"的限制*此法就不一定能奏效>只有当7H$时求出
的G的值在GJ$的范围

/

时*$才是最小值*否则$就不是最小值*应当另寻他法加以解决>

事实上*若将此题改为!求函数*&G'H

G

"

F"GI"

"GF"

&G

)

4'的最小值"*此法就失灵了>

因为7H$时*GH"

+

04 I

T

'>故7取不到$*也就谈不上7

:#,

H$了>

当然*在如此情癋下*其他解法也未必尽可奏效>反而在解法七所得的结果中可以获知
7

)

$&可推断$为局部极小值'或7

(

F$&可推断F$为局部极大值'*在这种情况下*几乎
可以断定*在指定范围G

)

4中*将边界值GH4代入*就可得到在指定范围&G

)

4'

/

的绝
对极小值/

+

*又当GH#时*7有局部极大值F$*如在指定范围G

(

F"

/

求极大值*就可判
定以边界值GHF"代入即得>而其他的解法於某些指定范围

/

&例如G

(

F"时'就?
)

有
给予我们资料可作这样的判定>

故而知,解题联想+$$%是范围>

六*发散公式+$$%是技巧
&例%' 设G*7*'*0为正实数*'*0为常数*且'

G

I

0

7

H$*则GI7的最小值为
!!!! >!'希望杯(全国数学邀请赛第十一届高二培训题"

&解法一'设
'

G

H()$

"

&

*

0

7

H$#,

"

&

{
>

则GI7H'$&(

"

&

I0($(

"

&

H' I0I'+',

"

&

I0()+

"

&

-'"-



)

' I0I" 槡'0>
当'+',

"

&

H0()+

"

&

*即+',

+

&

H

0

'

时取等号*

i&GI7'

:#,

H' I0I" 槡'0>
&解法二'GI7H&GI7'&

'

G

I

0

7

'H' I0I

'7

G

I

0G

7

)

' I0I"

'7

G

/

0G槡7

H' I0I" 槡'0*

当且仅当'7

G

H

0G

7

时取等号>i&GI7'

:#,

H' I0I" 槡'0>

&解法三'令,--

:H&槡G*槡7'*,--, H

'槡G

*槡( )0

7

*则,--

:/

,-- 槡槡, H ' I 0*

h

,--

:

"

/

,--

,

"

)

,--

:/

,--

,

"

*

i&GI7'&

'

G

I

0

7

'

)

&槡槡' I 0'

"

>即GI7

)

' I0I" 槡'0>

当且仅当,--

:$

,--

,共线*即当&槡G*槡7'H

'

'槡G

*槡( )0

7

*亦即G

7

H

'槡0

时取等号>

i&GI7'

:#,

H' I0I" 槡'0>

&解法四'GI7H&GI7'&

'

G

I

0

7

'H' I0I

'7

G

I

0G

7

) 槡G/ '槡G

槡I 7/槡( )0

7

"

H&槡'

槡I 0'

"

H' I0I" 槡'0*
当且仅当G

'

G

H

7

0

7

*即G

"

7

"

H

'

0

时取等号>

i&GI7'

:#,

H' I0I" 槡'0>
&解法五'设GI7H@*即7H@FG*代入'

G

I

0

7

H$*得G

"

I&0F' F@'GI@' H#>

hG

*

X

I

*由
& )

#*得@

)

' I0I" 槡'0或@

(

' I0F" 槡'0&舍去'>

由
&

H#*求得 槡GH '&槡槡' I 0'* 槡7H@FGH 0&槡槡' I 0'*

i

G

7

H

'槡0

时*&GI7'

:#,

H' I0I" 槡'0>

&解法六'G*7*'*0

*

X

I且'

G

I

0

7

H$

.

# P

'

G

P$*# P

0

7

P$

.

GJ' J#*7J0J#>

设GH' I

(

*7I0I

)

&

(

*

)

J#'代入'

G

I

0

7

H$*得
()

H'0&定值'>

iGI7H' I0I

(

I

))

' I0I" 槡()H' I0I" 槡'0*

-&"-



当且仅当
(

H

) 槡H '0*即G

7

H

槡' I '0

槡0I '0

H

'槡0

时取等号>

i&GI7'

:#,

H' I0I" 槡'0>
&解法七'由解法六知GJ' J#*7J0J#>记@HGI7*!!

!

由'

G

I

0

7

H$*得7H

0G

GF'

*代入
!

可得@H&GF''I

'0

GF'

I

'0

GF'

I&' I0'

)

'

I0I" 槡'0*

当且仅当GF' H

'0

GF'

GF' J

{
#

*即 槡GH' I '0时取等号*此时 槡7H0I '0>

i当G

7

H

'槡0

时*&GI7'

:#,

H' I0I" 槡'0>

&解法八'如右图*在平面直角坐标K6Y中*由己知条件G*7*'*0

*

X

I及'

G

I

0

7

H$

知直线K

G

I

Y

7

H$过第一象限
/

的定点4&'*0'*GI7便是该直线在两坐标轴上的截距之
和>如图所示*设

/

RD6H

&

*则
/

R4SH

&

*由图可知D&G*

#'*R&#*7'*GH6DH' I0()+

&

*7H6RH0I'+',

&

>

iGI7H' I0I0()+

&

I'+',

&)

' I0I" 槡'0

当且仅当0()+

&

H'+',

&

*即+',

&

H

0槡'

时取等号>

i&GI7'

:#,

H' I0I" 槡'0>
&解法九'如右上图*在平面直角坐标K6Y中*设过定点4&'*0'的直线方程为YF0

H@&KF''>易求得直线在K轴与Y轴上的截距分别为GH' F

0

@

*7H0F'@>

iGI7H' I0I&F

0

@

'I&F@''>h@P*i F

0

@

J#*F@' J#>

故GI7

)

' I0I" &F

0

@

'&F@'槡 'H' I0I" 槡'0*当且仅当
F@' H

0

@

*

@P#

{
>

.

@

"

H

0

'

时取等号>

i&GI7'

:#,

H' I0I" 槡'0>
&解法十'由己知*得0GI'7FG7H#*即G7F0GF'7H#>

iG7F0GF'7I'0H'0*即&GF''&7F0'H'0>

又由0GHG7F'7H7&GF''*'7HG7F0GHG&7F0'得GF' J#*7F0J#>

如右图*设四边形DRSV是长方形*令DVHGF'*DRH7F0*则A

DRSV

H'0&定值'>

-5"-



由於面积为定值的长方形中*正方形的周长最小>

於是可得 槡GF' H7F0H '0* 槡GH' I '0*7H0I

槡'0>
iGI7

)

' I0I" 槡'0>
当且仅当 槡GH' I '0* 槡7I0I '0时*&GI7'

:#,

H' I0I" 槡'0>
&评析'考虑到G*7*'*0

*

X

I且'

G

I

0

7

H$*解法一运用三角代
-

*是常用方法>两个

正数的积为定值*则和有最小值*解法二将GI7改写成&GI7'

'

G

I( )0

7

*使之可运用这一
结论求最值*这是一种常用的技巧>解法三眐造向量求最值*使得新教材中向量这一工具得
到应用*虽然解法?不很简单*但其意义仍不应低估>柯西不等式在数学竞赛中?有很重要
的地位*解法四表明*运用柯西不等式解题十分方便>解法七表明*运用均值不等式求最值*

应注意$一正+二定+三相等%*重视配凑技巧的运用>

美国著名数学教育家玻利亚说过*$对於一个非几何问题+去找一个清晰的几何表达
式+可能是走向解答的重要一步%>解法八$九$十正是这样做的>充分挖掘代数问题的几何
背景*眐造适当几何图形*运用数形结合的思想*常常可以收到意想不到的解题效果*同时
也可培养我们的发散思维和创造性思想的能力>

当然*运用这些公式需要适当的配凑技巧*可通过先
-

元以後再利用公式7可运用整体
思想与方程思想解决最值问题7可通过

-

元*再将问题转化为求两曲线有交点的条件*虽有
一定难度*但它体现了数学各分支

/

容之间的
/

在联*当一个问题难以解决时*通过发散
思维*将其转化为一个与之等价的较易解决的问题*这是一种常用的数学思想方法*也是高
考的明确要求*体现了新教材中知识的创新应用>

七*轮
"

对称+$$%是极致
&例''设G*7为正数*且GI7H$*证明

$ I

$( )
G

$ I

$( )
7

)

5!加拿大第三届数学竞赛
题">

&证明'hGI7H$*iG

"

I7

"

H$ F"G7>

眐造二次函数*&+'H&+FG'

"

I&+F7'

"

*

由推论!算术平均数不大於平方平均数即' I0

"

(

'

"

I0

"

槡"

"*平方化简得&GI7'

"

(

"&G

"

I7

"

'>

i$

"

(

"&$ F"G7'*得G7

(

$

+

>

-#4-



i

$ I

$( )
G

$ I

$( )
7

H

G7IGI7I$

G7

H$ I

"

G7

)

$ I& H5*即
$ I

$( )
G

$ I

$( )
7

)

5>

&评析'关於此题中的值*还可以通过轮
-

对称的性质求得>

如果一个代数式的字母按照某个次序轮
-

*所得的代数式与原式恒等*我们就把这
个代数式叫做关於这些字母的轮

-

对称式>如' I0I(*'0(* ' I槡 $ I 0I槡 $ I (I槡 $*

$

'

I

$

0

I

$

(

等都是关於'$0$(的轮
-

对称式>

如果已知条件式和待求式都是关於某些字母的轮
-

对称式*则当且仅当这些字母相等
时*待求式取得最值>再取一些特殊值&要满足条件式*但各字母取值不全相同'验证*便可
确定待求式是最大值还是最小值>据此*本题中

$ I

$( )
G

$ I

$( )
7

的最小值还可这样求得,

当且仅当GH7H

$

"

H#>/时*

$ I

$( )
G

$ I

$( )
7

取得最小值
$ I

$

#>

( )
/

$ I

$

#>

( )
/

H4 Q4 H5>

高中数学中的!$"*作为一个简单而又实用的数字*任何数乘以或除以$的值都不变的
特点*能有助於我们快速解题>一些常见常用的值为!$"的代数关式如下,

! .$&/0/',$0 .#1/0/'#'0 .',#0/#)'02

! .#1/

"

3',#

"

0 .#)'

"

0 4$&/

"

0 .'#'

"

0 4',$

"

02

! .$&/&5/!#$63%&6'.',$&5/!#$63%&6'.1

%5

&5

*

7'.8,9

&

& .89!$ .8/).

0

$

&0

%

$'2

$!%还有几何方面的意义2如单位圆+单位向量+单位矩阵+单位复数+圆锥曲线中的
#

物线的离心率等等+都含有$!%的意义2

!#世纪是科学的鼎盛时期+当时的许多数学家在研究)*

!

*1的关时试图给较重要的
几个数定位+但是说法各具千秋+)

1

!

3! .$这个式中所涉及的&个数正是$好事%的数学家
所要寻找的+按照人们认识数的历史它们应该是!+$+

!

+1+)2这五个数及其关直到今天都
为数学界拍案叫绝+特别是欧拉公式)

10

.',#0 31#1/0")是自然对数的底+1是
$

数单位#2

它将三角函数的定义域扩大到复数+建立了三角函数和指数函数的关+它在复变函数论
?有非常重要的地位2当0 .

!

时+就有)

1

!

.$+它是数学最令人著迷的一个公式+奇巧
而有趣的是+数学史诗中的$五朵金花%,,,中性数$*基数!*

$

数单位1*圆周率
!

*自然对
数的底数)竟能组成一个重要的$最美的等式%+不可谓不绝-它将数学最重要的几个数
字联到了一起2两个超越数!自然对数的底)+圆周率

!

.两个单位!

$

数单位1和自然数的
单位!+以及被称为人类伟大发现之一的$+?把她们的关发展到了极致2在这个伟大的结
论+我们可以确定公式当真是缺$!% 不可-$!% 在数学领域的地位的重要性同此可见一
斑-

就读高中的同学们+请在学习高中数学的时候+专心钻研+细心品味+从心体验+在$意
料之外%与$令人震惊%之中+一次又一次体验数学$!%之

%

在美和外延美2
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思维引道的三层模式

澳门坊
"

学校
#

刚

培根说过,数学是思维的体操+数学教学中可以有严谨的证明过程*也应该有生动活
泼的探索过程*从中可以培养学生多方面的能力*例如想像*类比*联想*直觉*顿悟*分析*

综合等等1只有这样*才能使学生去触摸数学的
0

搏*了解数学的!真相"*探索解题的途径
和解题的经验*达到真正的!授之以渔"的目的1

有人说*思维培养是一件易讲难做的事*因为当几种不同的思维方式一起摆放在学生
面前时*难免花多眼杂*禾苗和韭菜分不清楚+特别是澳门目前的状癋*目前的环境*提癉
思维*确实是一件花费颇!巨"的事*也即是需要我们打一场艰苦的!持久战"1但我们是不
得不做*即使艰难*这或许是我们每一位数学教师的使命1当然*摆在我们面前的有两条路,

一是知之可为而为之*确是上策*这样不用花费我们的诸多精神7二是知之难为而为之*笔
者觉得这样更能显得!英雄"本色*与学生们同苦同乐*不怕挫折*成就使命1

从数学本身来说*思维又是数学的灵魂*离开了思维*数学还能剩下些什
*

.所以*笔
者的观点是教数学除了教知识*更重要的是教思维1若只是$授之以鱼%*对教者而言*是相
对容易的一件事*学生得到的只是一份大礼物*不需要知道其中的来龙去

0

7而$授之以
鱼%*对教者而言*是相当困难的一件事*学生需要懂得事情的前因後果*但是*当他懂得此
方法之後*学生就能由此出发*去抓到越来越多的$鱼%*达到$教是为了不用教%的目的1

多年前*笔者曾经听过当时的长沙铁道学院的一名教授的教学专题讲座*现在这个学
院不知改名叫什

*

了*当时也记了详尽的笔记*很可惜现在也找不到了*只记得他从一道简
单的初中数学题出发*一路地进行思维引道*由低至高*最後变成了高中数学题*甚至大学
数学题*心中是相当的佩服1这一番的景象*使我记忆颇深*延续至今*也给我在思维培养上
提供了许多启迪1思维培养需要方法*尤其难的是进行思维的引道1下面是笔者在实施思
维培养方面的一个尝试*以此作为抛砖引玉作用1

&例'已知G

*

&#*I

T

'*求证,

$

$ IG

P-,

$ IG

G

P

$

G

>

第一层引道,道数法>从所学知识引申开去>

&分析'这是笔者在数学培训班中的一道培训题目*发现学生觉得非常难以理解和掌
握*一者难在题目形式繁*结构多元*不等式两边式子不同7二者难在切入点难寻*不知从
何入手7三者难在基本方法应用不上*诸如比差法*综合法*都难以直接应用到解题之中>学
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生们发愁了*互相的讨论*一片嘈杂?*但始终无法想得出办法>

笔者适时的引道*把视野放大些*我们所学习的方法中*是否有能解
(

的方法吗.譬如
放缩法*判别式法*或者眐造法.学生还是疑虑*即使眐造成了一个函数*例如;&G'H-,

GI$

G

F

$

$ IG

*又如何解题呢.函数的性质之中*只有单调性可以同!不等式"*同!比较大小"

有联*但此函数属两种类型函数的!合体"*?不易单纯道出它的函数性质>

这时老师指出*还有一种办法可以道出函数的单调性*尤其是复杂函数的单调性*这种
办法就是道数法>下面试解之>

&解'令;&G'H-,

GI$

G

F

$

$ IG

*

;L&G'H

G

GI$

/&

GI$

G

'LF&

$

GI$

'LH

G

GI$

/

&GI$'LGF&GI$'GL

G

"

F

$L&GI$'F&GI$'L

&GI$'

"

H

G

GI$

/

GF&GI$'

G

"

F

F$

&GI$'

"

H

F$

G&GI$'

I

$

&GI$'

"

H

F&GI$'IG

G&GI$'

"

H

F$

G&GI$'

"

P# 0hG

*

&#*I

T

'1>

i;&G'在&#*I

T

'递
.

*即# PGPI

T

时*;&G'J;&F

T

'>

而;&I

T

'H# I-,$ H#>

故-,

GI$

G

F

$

$ IG

J#*即-,

GI$

G

J

$

$ IG

>

同理令M&G'H

$

G

F-,

GI$

G

*

ML&G'H&

$

G

'LF

G

GI$

/&

GI$

G

'LH

F$

G

"

F

G

GI$

/

&GI$'LGF&GI$'GL

G

"

H

F$

G

"

F

GF&GI$'

G

"

H

F"

G

"

P#>

iM&G'在&#*I

T

'上递
.

*即# PGPI

T

时*M&G'JM&F

T

'>

而M&I

T

'H# I-,$ H#>

故$

G

F-,

GI$

G

J#*即$

G

J-,

GI$

G

*从而有$

$ IG

P-,

$ IG

G

P

$

G

>

第二层引道,$中间式%

"

元法>为何要
-

元.从哪
-

.

&分析'上面的方法学生会觉得较烦*一来运算量大*二来学生对单调性应用中要用到
# PGPI

T

*有点难以理解>有
)

有更好的办法.这时候要进行引道了*想往
-

元的思路上
去引道*但怎

*

引.首先向学生提出的第一个观点是,遇到问题*我们当然想到的是基本的
解法*从所学知识去考虑*但碰到较复杂的问题时*基本方法解不了或虽有可解*但较为繁
琐*怎

*

办.有
)

想过将复杂的形式化简.第二个观点是,如果你想化简*应从那个方面化.

第三个观点是,以前有
)

遇到过将复杂问题转化成简单问题的方法.有的学生可能会想起*

以前有听过用
-

元来处理复杂问题的方法*当然也有些学生一脸茫然>这时引入
-

元法是
-+4-



时候了*但学生还是会感到难以切入*有点思维短路的感觉,如果要
-

*从那
-

起.第四个
观点是,你想那部分变简单.想那部分变简单就从那变>一番的讨论之後*学生们意见统
一起来了,从中间变>於是*我们这个

-

元就叫$中间式%

"

元法>

&解'令+H

GI$

G

H$ I

$

G

J$*则

原式化为$ F

$

+

P-,+P+F$>

令*&+'H-,+F&$ F

$

+

'*则

h*L&+'H

$

+

F

$

+

"

H

+I$

+

"

J#*故*&+'在&$*I

T

'上是增函数*

i*&+'J*&$'H#>

-,+J$ F

$

+

>

从而有-,

GI$

G

J

$

$ IG

>

再令1&+'H+F$ F-,+*则
h1&+'H$ F

$

+

J#!故1&+'在&$*I

T

'上是增函数*

i1&+'J1&$'H#>

i+F$ J-,+>

即$

G

J-,

GI$

G

*

从而有$

$ IG

P-,

GI$

G

P

$

G

>

第三层引道,$旁边式
"

元法%>从发散的思维来看
&分析'方法二显得简单多了*学生从中感受到了!

-

元法"的威力*但有人会提出,为
何要从中间

-

元*有其他方式可以
-

元吗.从实际意义上来说*

-

元只不过是另外选择一个
参照*选择参照的方法可以有许多*区别只在於简单与否>所以*从其他角度来进行

-

元*当然是可以的>或者*可以尝试从旁边去
-

元*这就产生了$旁边式
"

元法%>下述便是
此种解法的尝试>

&解'若令+H

$

GI$

*

&#*$'*

则$

G

H

+

$ F+

*

GI$

G

H

$

$ F+

>

原式可化为+H-,

$

$ F+

P

+

$ F+

>

令;&+'H-,

$

$ F+

F+*则
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h;L&+'H&$ F+'/&

$

$ F+

'LF$ H&$ F+'/

F&$ F+'L

&$ F+'

"

F$>

H

$

$ F+

F$ H

+

$ F+

J#>

故;&+'在&#*$'上是增函数*i;&+'J;&#'>

i-,

$

$ F+

F+J#*即-,

$

$ F+

J+>

i-,

GI$

G

J

$

GI$

>

再令M&+'H

+

$ F+

F-,

$

$ F+

*则

hML&+'H

+L&$ F+'F+&$ F+'L

&$ F+'

"

F&$ F+'&

$

$ F+

'L

H

$ F+I+

&$ F+'

"

F&$ F+'

# F&$ F+'L

&$ F+'

"

H

$

&$ F+'

"

F

$

$ F+

H

$ F&$ F+'

&$ F+'

"

H

+

&$ F+'

"

J#>

iM&+'在&#*$'上是增函数*M&+'JM&#'>

i

+

$ F+

F-,

$

$ F+

J#*即+

$ F+

J-,

$

$ F+

*也即$

G

J-,

GI$

G

>

$

$ IG

P-,

$ IG

G

P

$

G

>

以上三种方法*主要考虑从学生的思维出发*去进行思维引道>第一种思维*从学生所
学知识出发*方法上较易为学生接受*但运算量大*较为抽象7第二种思维*学生们很喜欢*

解题简洁*但难以找到切入点7第三种思维方法属於发散性的思维*对引道学生的思维能力
发展有一定的作用*可以和学生们一起去探索*去推道*说不定可以培养出一批勇於探索*

不畏辛苦的学生>这就是当老师的得著了*尽管过程艰难*但这是值得的>

事实上*在一些学生眼看来*总会认为老师是了不起的人物*无论多难的题目*老师
都会一下子就想得出解题方法*而忽略了老师其实也是$凡人%一个*老师们的思维能力也
是一步一步的累积起来的>故而笔者经常同学生讲的一句说话就是,聪明来自积累+只要同
学勇於探索和思考+勤於累积+总有一天也会成为思维的强者>
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从小学数学视角探讨核心素养的双重关

与四大意识

浙江省杭州市时代小学 唐彩斌

!核心素养"注定将是一个"#$%年的教育热词*作为小学数学教师*热词更需冷思考*

不应固守老经验排斥新概念*不该套用新词替代老做法*需要与时俱进不断学习*深入明
晰!热词"背後的关键要义*才能找准深化数学课程改革路径*厘清核心素养与学科核心素
养&也称学科关键能力'之间的关*明确从课程整体规划到常态课堂的具体实施*一步一
个

1

印*一点点地改变*只有这样*核心素养才会在学生身上生长+

一1聚集核心素养的意义与
%

涵1

为什
*

要关注核心素养.从关注知识$能力到关注核心素养*是在国际视野下课程改
革癉级的走向+与一般的学术问题讨论有所不同*基於核心素养的课程建设也是国家对学
校的要求+在#教育在於全面深化课程改革落实立德树人根本任务的意见%明确提出*将核
心素养体系置於我国深化课程改革$落实立德树人目标的基础地位*作为深化工作的!关
键"因素7明确提出了核心素养体系*要求组织研究提出各学段学生发展核心素养体质*明
确学生应具备的适应终身发展和社会发展需要的必备品格和关键能力+作为义务教育阶
段的小学教学教育工作者*我们有责任做好基於核心素养下深化课程改革1

什
*

是核心素养.较早提出核心素养的是世界经济合作与发展组织&YKSX'*後来联
合国教科文组织$欧盟等国际组织$美国$芬兰等世界发达国家也纷纷提出核心素养*尽管
提法不完全一致*但归结起来总聚焦三大方面的素养*分别指向!人与自我"!人与社会"

!人与工具"*形成的基本共识是,核心素养是指未来社会发展和个人终身发展所需要的关
键能力与人格特徵+核心素养包括知识$能力*也包括态度价值观*也包括认知素养和非认
知素养+相关专家梳理了世界各国的核心素养*发现普遍受到关注的核心素养有+个方
面,合作交往$公民素养$资讯素养与批判性思维1

我国也高度重视核心素养的培养*"#$%年"月*教育部委托中国教育学会也对外发?
了!中国学生核心素养"&徵求意见稿'*从4个维度来眐架,自主发展$社会参与$文化修养7

二级指标分为5个维度具体为社会责任$国家认同$国际理解7人文底蕴$科学精神$审美情
-'4-



趣7身心健康$学会学习$实践创新*进而细化为"/个小指标*分别为诚信友善*合作担当*

法治信仰*生态意识*国家意识*政治认同*文化自信*全球视野*新生差异*人文积淀*人文
情怀*崇尚真知*理性思维*勇於探究*感悟鉴赏*创意表达*乐学善学*勤於反思*数字学习*

珍爱生命*健全人格*适性发展*热爱劳动*批判质疑*问题解决+虽然没有最後定稿*但国
家层面的核心素养框架已基本成型+

二1核心素养与数学学科核心素养的双重关1

从学科的视角来分类*核心素养包括跨学科核心素养和学科核心素养*对於小学生来
说*学科教学?据了最重要的时间和阵地*一个人的素质是经过一门一门学科的教学去实
现的*离开了学科培养学生的核心素养*将会是无本之源+那麽*什麽是小学数学学科的核
心素养呢.不同定义的方式*就对应着不同的内涵+

从种属关来分析*在学生的核心素养中某一门学科能实现培养哪些核心素养中的素
养.作为数学老师*在实施数学课程方案的时候*我们需要思考,数学学科在孩子身上能够
产生哪些变化.对孩子的素养在哪些贡献.这一点上*台湾地区基於核心素养的课程规划
值得借鉴+在全台湾出台整体的核心素养体系後*就请各个学科组认领各自学科能胜任完
成的核心素养任务+&蔡清田*"#$/'如果按照这样的逻辑关分析*那麽小学数学学科的
核心素养*就是应该在学生的核心素养中请选择出适合小学数学学科培养的素养+笔者曾
经随机选取了浙江省各个地区各个学校的"##位小学数学教师代表做尝试*请老师们从国
家发?的!中国学生核心素养"&徵求意见稿'的"/个4级指标中*选取出/项您认为最符
合小学数学学科来培养的核心素养*结果前五项为,勇於探究$理性思维$合作担当$批判质
疑和问题解决+尽管*笔者也清楚*目前的样本数据还不够大*反映的结果还不够典型*但
从种属关来提炼学科核心素养的思路已不言而喻*至少能反映一个群体对小学数学学科
最能培养学生什麽核心素养形成共识+答案有两种方式得知*一种是自上而下公?通知*

一种是自下而上探索*以上的方式和路径应该属於後者+如果教师自己就是答案的发现
者*可能会在落实的过程中更具主动性+

从类比关来分析*数学学科核心素养所用的素养名词不一定是在学生的核心素养
中*而是用同样的思想方法分析什麽是最为核心的*只不过学生核心素养是针对整个人*而
学科核心素养是针对学科教学过程中的对象+从目前笔者所查阅的文献来看*更多的学科
素养的提出*指的就是这种关背景下的分析+"#$4年徐斌艳教授曾做过关於数学学科核
心能力研究的综述*指出最早提出学科核心能力的是全美数学教师理事会$5&5年颁?的
#学校数学课程与评价标准%+同时*她基於国际视野*又结合中国国情*提出了义务教育阶
段学生%个方面数学核心能力,从数学角度提出问题$数学表征与变换$数学推理与论证$

数学建模$数学地解决问题$数学交流+"#$/年*马云鹏教授指出*#义务教育数学课程标准
&"#$$年版'%提出的$#个!核心词"即数感$符号意识$空间观念$几何直观$数据分析观
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念$运算能力$推理能力$模型思想$应用意识和创新意识*其实就是小学数学学科的核心素
养+"#$%年*数学课程标准修订组组长史宁中教授对数学学科的核心素养曾解读为4句
话!用数学的眼光观察现实世界+用数学的思维分析现实世界+用数学的语言表达现实世
界/ 更为重要的是*他沟通了这4个核心素养与#数学课程标准%所提及的数学基本思想与
核心词之间的关*什麽是数学的眼光*就是要数学抽象*而数学抽象的具体表现就是符号
意识$数感$几何直观$空间想象7什麽是数学的思维,就是要强调逻辑推理*而逻辑推理具
体表现为推理能力$运算能力7什麽是数学的语言*就是要强调数学模型*数学模型具体表
现在模型思想$数据分析观念+这样*就眐架起数学学科的核心素养体系+

三1核心素养下深化数学课程改革的+个意识1

$1育人目标的整体意识!学科教学中也要关注跨学科素养/

平时*学科教师常常习惯!学科"思维*作为研究*是应该深入学科*但作为培养人*不应
该受学科所限+每一个教育者都肩负着!立德树人"的根本任务*致力於学生核心素养的培
养+学科教学时*自然会关注到学科的核心素养*但与此同时也要关注跨学科的素养+关
於认知性素养的同时*关注非认知素养的培养+

数学教学过程中也要关注!诚信友善"*同桌之间对答案*对就是对*错就坦然承认错*

!不会悄悄改一改*把错假装对"*不懂能坦然地提出来*不会不懂装懂*这就是!诚信"7同
桌之间*有竞争*但也要友善*同桌有好的表现*想出了不一样的方法*要替对方感到高兴7

数学教学过程中也要关注!合作担当"*当面对一个有挑战的任务时*要学会独立思考*也要
学会合作分工*在分工的过程中也要学会担当*在一定规则下轮到发言就要大方表达7数学
教学过程中也要关注!人文情怀"*虽然大而言之*数学属於理科*但绝不因此而缺少人文*

不仅数学的学习素材可以融入人文*学习数学的过程本身也可以充满人文+就像有人用
!永远的永远"来描述圆周率*用郑板桥的竹来描述抽象*用唐诗宋词来练习乘法口诀+数
学教学过程中也要关注!创意表达"*不仅要求学生会做*而且要学生会说*不仅会解题*而
且还要学会表达!为什麽"*面对同一个问题*倡导学生不同的理解与表达*即使面对同一个
分数二分之一*学生能用不同的图示来表征*面对同一个数学关*学生也能用不同的图示
来表示*这些都是数学教学中应该关注的!创意表达"+数学教学过程中也要关注!感悟鉴
赏"*感悟老师或同伴精妙的解法*感悟数学分析的独特*欣赏同伴与众不同的思考*欣赏数
学中的奇妙*感受数学文化的润泽*感受数学思想的精妙+数学可以很丰富*数学的视野可
以很开阔+

素养是具有综合性的*某一种素养难以与一门课或者某一个具体的教学环节直接对应
起来*但是*如果仅仅停留在这样的认识上*每一个学科老师都不去关注学科的教学中哪些
素养得到了更多的培养*那麽核心素养的培养将只是空谈+素养本位下的数学课堂*不仅
要关注那些我们已经熟悉的学科素养*而且还要多关注一些跨学科的素养*我们可以不断
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地催促自己,基於素养本位的课堂*我们可以做哪些改变*我们的哪些教学行为的改变*是
为了培养学生的哪些方面的素养.尽管素养不是灌输和强加的*但至少反思和意识会让素
养培养的过程更有意义和更有效+如果每一个普通的数学课堂*我们都一点一滴地开始关
注*核心素养才会转变为学生的素质+

"1学习内容的核心意识!聚焦核心+改造内容+减负增质1

我们常说!方向比速度更重要"*确定了核心素养就是确定了课程实施的方向+个人
2

素地认为,核心*就是要告诉我们教育者什麽是最重要的+我们在教育教学的时候要把什
麽作为最高优先级+另外聚焦!核心"*便於我们对照核心素养优化原有的数学教学内容*

通常有三种方式,增$删$改+如果有哪些核心素养*之前教学中关注得不够的*那就需要增
加7如果原来教学的内容都指向於同一种核心素养*那就需要删减7如果原来的有些教学内
容*不足以充分地关注到某种核心素养*那就可以需要调整+对於具体的小学数学教学内
容来说*如果说!人文积淀"和!阅读理解"不够*可以加强数学阅读*数学阅读是对原有数
学学习的体系的丰富与补充*拓宽数学学习的线索*能提癉学生阅读理解$创意表达等各方
面的能力+如果有一些通过不断机械重复训练而成的!算"的技能*已经有出现学力过剩的
迹象*那就需要适可而止*不要再在!速度"上!秒秒计较"*比如"#以内进位加法*据调查发
现*接近&#Q的孩子在学习之前就已经掌握4%式中的4#式以上*如果在课堂上和课外还
要不断地用口算卡片练习*从核心素养的角度来分析*没有任何太大的价值+以前在数学
教学中*!做题"是常用的形式*很多学生会!做"但不会!说"*以前我们也不太重视*基於素
养的课堂就提醒我们需要强化学生!数学的语言来表达现实世界"*就需要在课堂有意识培
养学生的表达能力*甚至有需要帮助学生学会!怎麽说"*具体到是否能用!如果44那就
44"来表达一个数学结论+

!核心素养"的观念至於知识$技能和态度价值观之上*更能统领教学的走向+核心素
养的提出*不应该简单地理解为在原有教育目标上所做的!加法"*而是目标更为精准的
!简"法*基於核心素养的精简整合*更能把握学生成长的关键+把握核心*不拘泥於技术的
细节*孩子的数学素养能得到更宽阔的发展+

41教学方式的未来意识!促进个别化*信息化*全球化的学习方式/

核心素养的提出面向!未来"的+随着信息技术的飞速发展和全球化进程的迅猛推进*

作为形成核心素养的过程*教学方式也理所当然具有!未来"特徵+

!班不一定是原来的班"*未来的班级将打破同一个教室同一群人一起学习的界限*走
班制已经从国外走进国内*已经从高中走向义务教育*走班的实质是为每一个不同的学生
提供可以选择的班级*因材施教*最大程度地实现学习的个别化+每一个学生都有专属於
自己的课表*可以有不同的学习进度+倘若*在小学阶段全面实施走班有困难*增强数学的
课程的丰富性*也可以让学生在学习小学数学时开始选择*不一定是不同学习内容的选择*

可以是学习同一内容不同程度获得的目标选择+

!课已经不再是原来的课"*在信息化的未来*纸质课本不是学生学习数学的唯一材料*
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本班的老师也不是指导学生的唯一帮手*学习数学时*会有专门的电子书包*专门的学习资
源包*会有专用的数学学科教学软件$专用学习记录平台*未来的课堂学生可以自带移动设
备*就像带上!铅笔盒"一样+微课会逐渐丰富*?会通过大数据沉淀後形成精品微课群*老
师和学生都是微课的建设者*未来的数学学习中*当学生遇到困难时*也许只要!微"一下+

如今*!数字学习"已被列为学生的核心素养*藉助信息化的手段来实现学习已是终身学习
的一种基本技能+

!学校已经不再是原来的学校"*在全球化的今天*世界是平的*学校已经没有了!围
墙"+国际化不应简单地理解为!学外语"!?学"+在学习数学的过程中*我们可以选用具
有国际元素的素材*用埃及的金字塔来讲黄金比*用意大利的国旗来讲三分之一*用法国的
卢浮宫讲三角形*在介绍小数的时候讲讲德国人的发明+也可以引进国外的数学名题趣
题*领略国外数学家的人物传记*把国外数学的优质课程整合到我们已有的数学课程体系
中来*与此同时*!数学"教育也是我国教育的强势学科*我们也应该有民族自信*通过各种
渠道各种方式向世界输出小学数学的!中国经验"+

+1学习评价的全面意识!多样式多维度地评价学习过程和结果/

基於核心素养的学习*是在育人*不是在育分+如果还是用原来的一个分数或者一个
等级来描述学生的获得*显然是不能客观全面地刻划出学生全面素养的+评价应该发生改
变*不能依靠原来传统的方式和单一的角度来评价全面的素养+

纸笔很难测试出在素养本位课程实施过程中的所有获得*我们需要创设新的评价方法
和手段*倡导档案袋评价*应用现代化便捷的手段加以跟踪记录*更为全面地描述学生素养
的形成过程+可以是学生在课堂上从数学角度提出的一个富有挑战性的问题$可以是对一
个习题已知条件的不同表征$可以是对一个问题独特的理解$也可以是一个与众不同的解
法$甚至可以是一个订正了几次还没有对的错误$也可以是对学习某一个数学新知的!惊
叹"感想44形式可以是一张图片*可以是一段文字*也可以是一段视频*用多样有序的档
案来记录学生丰富多彩的数学学习生活*而不只是那一个个乾巴巴的分数+

如果说仅凭一堆丰富的档案材料来判断学生的数学学业会显得主观*一定要客观地分
出高下来*那也应该力求更加全面$科学$客观+在日常的教学生活中*我们常常对自己的
教学不满意*只是因为隔壁班比自己班的平均分高一点7对学生的成绩很遗憾*只是因为分
数只有&5*离优秀5#分还差一分+我们常常藉助一个不具典型性的小样本来得出一个一
般性的评价结论*不科学也不客观+我们需要共同建设基於大数据的数学学习质量监测平
台*能对一个班级$一个学生个体作出相对评价*描述出在群体中相对的水平位置*同时藉
助大数据揭示学生个体在不同数学能力维度的相对优势和不足*以便於针对性的弥补与改
进+与此同时*我们要丰富评价学生数学学业成就的维度*从基本知识$基本技能$学习态
度情感$创造性思维$实践应用能力等等更多维度来进行等级评价*眐成评价学生数学学习
的雷达图*不断完善评价维度和指标*形成基於数学学科素养的评价体系+芬兰的一位数
学教师曾经这样说,一个分数不应该成为学生学习数学的全部*让每一个学生能够感受到
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积极健康的成长是最为重要的+学习数学的意义是在学习数学的过程中根据自己的表现
为自己设定一个合适的学习目标*将来走上社会*能根据自身的表现设定一个合适的人生
目标+也许*只有这样的心态与胸怀*我们才会从更广阔的维度为学生创建更全面的评价
体系+
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澳门小学数学教育的现状与趋势

全国尝试教学理论研究学会理事长 邱学华

澳门在广东省珠海市南端*由澳门半岛和几个小岛组成*面积约4"1&平方公里*现有
人口/&1'万人+它被葡萄牙侵?了+##多年*终於在$555年$"月"#日回归祖国*成立了
澳门特别行政区+

澳门是东西文化交汇处*文化教育也呈现多元化*在回归前*澳门没有自己的小学数学
教学大纲*没有自己编写的课本*大部分学校借用香港课本*小部分学校使用大陆课本*直
到"##%年*由澳门数学教育研究学会汪甄南会长主编#新思维小学数学课本%正式出版*才
有澳门自己编写的课本*这套课本既体现了国际数学教育的潮流*又吸取大陆课本中的中
国特色*受到澳门教师的欢迎+"#$/年澳门教育暨青年局&简称教青局'正式颁?中小学
各学科#基本学力要求%&相当於大陆的课程标准'*从小学数学教学内容上分析看*正逐步
向大陆靠近+

以前*澳门小学数学的教材和教法大都搬用香港的*基本上是西方化*澳门教青局大力
推动同大陆教育的交流*我几次到澳门宣讲尝试教学法*受到他们的关注+"###年*教青局
派小教处长李嘉丽和中教处长陈宝云*亲自到山东济南参加全国第十届尝试教学法学术年
会*?深入内地考察*她们深切感受到尝试教学法对转变教师教育观念和有效地提高教育
质量有着重大作用+"##$年以教青局的名义邀请我到澳门讲学和培训教师+在澳期间*向
全体中小学校长作学术报告*教青局苏朝晖局长亲临听讲*?在会上公开宣?在全澳中小
学数学科推广尝试教学法+我亲自上示范课*举办工作坊*指导教师备课上课*盛况空前*

这是迄今为止*澳门教育界规模最大的一次教研活动+

"##"年澳门成立数学教育研究学会*由汪甄南先生任会长+他毕业於上海师范大学数
学*後任上海县教师进修学校教师*八十年代初到澳门发展+他不仅有很高的数学素养*

而且有很深的大陆情结+他通过数学教育研究学会平台*采用!请进来"*!走出去"的办
法*架设澳门与大陆之间密切交流的桥睴+

请进来*除邀请专家讲座外*主要是邀请小学数学名师上观摩课*前後邀请了吴正宪$

华应龙$林良富$黄爱华$唐彩斌$卞小娟$刘莉$虞怡玲$何艺燕$周莫涵$张宏池等上观摩
课+

走出去*除组织教师赴内地学习参观考察外*还培养教师到大陆参与各种赛课活动+

早在$55'年杨宝珠老师赴广东佛山代表澳门上公开课+"#$/年$$月在河南洛阳举行的
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第三届孔子杯小学数学课堂教学大赛中澳门教师邵敏和杨玉婷上的#三角形面积计算%获
得了特等奖+

原来在澳门*不时兴听课*!各自为政"*!闭门造车"*现在数学教育研究学会每年举行
$ ,"次小学数学课堂教学比赛*推动了对课堂教学的研究*鼓励互相听课观摩*教师的教学
水平逐年得到提高+近几年来*又开展新思维数学课堂教学大赛+每次赛课*我都应邀作
为评委*亲眼目睹澳门小学数学教师的成长+

由於加强了中小学数学教学*多方面吸取大陆的数学教育经验*使澳门中小学整体水
平得到提高*"#$/年*澳门数学教育研究学会率领高中生参加在美国举行的高中国际数学
竞赛*在有大陆$香港$台湾$新加坡等强队参与的情况下*澳门代表队获得冠军*受到澳门
特别行政区政府的嘉奖+

澳门回归後*经过十多年的努力*从小学数学发展的趋势来看*澳门逐步靠近大陆*摆
脱香港及西方的影响+出台了澳门数学#基本学力要求%*编出了澳门本土的#新思维小学
数学课本%*成立了澳门数学教育研究学会*变化是巨大的*成绩是显著的*发展前景是乐观
的*我们不能低估澳门数学教育的实力+

我每年去澳门$-"次*参与培训教师*课堂教学大赛*从小学数学课堂教学改革趋向
来看*主要有以下几个方面+

第一*强调学生自学/

在澳门宣传和推广尝试教学法已有近"#年*大部分教师都已接受!先练後讲*先学後
教"要求学生自学的教学思路+有部分学校在高年级引进!导学案"*要求学生在课前预习+

强调自学课本*重视教科书的作用+

第二*组织小组交流/

从每年比赛课的情况来看*大都是采用小组围坐的形式+算题先在小组内讨论交流*

然後派代表上台讲解板书+当然也有的课*徒有虚名*没有充分利用小组合作学习*这方面
他们正在努力+

!学生讨论不起来*启而不发"*解决这个难题*关键要选准讨论的问题*大家都会的不
要讨论*大家都不会的也不要讨论*有的会有的不会或大家都疑惑不解的才有讨论的价值+

第三*重视课堂练习/

练习是学生自主学习的重要形式*只有通过练习*学生才能真正掌握知识和形成技能+

过去*澳门教师讲的太多*学生练的太少+教师讲话太多*势必?用学生练习时间*当堂做
不完只能留到课後去做*加重了学生作业负担+现在重视课堂练习*练习量有了提高*但是
很多课练习量还是不够+

另外还有一种不利的倾向*教师不重视利用课本上的题目*教师另外布置的题目太多$

太杂*!喧宾夺主"+这个问题他们正在研究解决+

第四*适当运用小平板电脑/

澳门有些学校已把小平板电脑引进课堂+例如*一次赛课中培正中学附小邵敏老师的
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#三角形面积计算%*学生把两个全等的三角形拼成一个平行四边形*或者把一个平行四边
形剪成两个全等三角形*这个剪拼过程用小平板拍摄下来*然後推选一个代表*一边放映剪
拼的过程*一边讲解推理的过程+预先在小组内分工*有导演$摄像$操作员以及讲解员+

这样可以充分发挥小平板的作用*原来各小组操作*是互相看不到的*现在用小平板*把各
组的剪拼操作过程还原出来*使大家看的清清楚楚+整个拍摄工作是集体创作*各人在小
组要做好自己的角色*互相配合*才能出色地完成任务+另外*应用平板电脑为工具*完成
预定的任务是一个现代人必须掌握的能力+

这样上课*我在大陆还没有见过*这是个了不起的创新+因而在"#$/年在河南洛阳举
行的第二届孔子杯小学数学课堂教学大赛*这堂课获得好评*评为特等奖+

他们没有搞所谓的!翻转课堂"*认为这种提前听教师讲解的!翻转课堂"*华而不实*

无助学生提高自学能力+

第五*正在研究$如何鼓励学生提问%/

从目前澳门大多数课来看*几乎都看不到学生提出问题+这是一个大问题*他们正在
研究解决+

学生能够提出问题*是学生自主学习的表现*是他们积极思维的结果*也是创新的开
端+

课堂上学生没有提出问题*主要原因是教师没有给学生提问题的机会+一堂课可以多
次让学生提出问题,自学课本後问学生!有什麽不懂的地方"7尝试练习後问学生,!你们有
什麽问题可以提出来"7全课结束前让学生说,!这堂课你们有什麽收.还有什麽问题."

培养学生的创新精神就从提问开始*教学$教学*教学生学7学问$学问*引学生问+

澳门的小学数学课堂*经过$#多年的努力*已旧貌换新颜了*值得我们学习+由於澳
门的特殊地理位置*是东西方的交汇处*具有中国特色的小学数学教育的理论和经验*也可
以从澳门走向世界+
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#长方形$正方形的周长%交流课教学反思

四川省成都市双林小学 张家宽

#长方形$正方形的周长%一课是!图形与几何"板块的一节内容+这是学生学习了!什
麽是周长"一课後根据周长的概念总结概括出长方形$正方形的周长的计算方法+开展交
流课之前我们参考了人教版$苏教版$北师大版等内地普遍使用的版本後我们对本课的设
计及在课堂实施过程中所反映的!现象"*有如下几点和教育同仁分享+
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一*巧设情景+沟通数学与生活的联/

#课标%中提出!人人学有价值的数学"*是指人人能获得必需的数学*数学应满足学生
未来社会生活的需要*能适应学生个性发展的要求+!有价值"的数学应该与学生的现实生
活密切联+学习数学是重要的*将数学融於生活更是必要的+分析了三个版本的教材後
发现在教学中教师需要灵活使用教材*增加一些教材之外的利於使学生感受到!生活中的
数学"+由於三年级学生的认知水平*加之我们本次又是与澳门学生首次接触+更需要创
设一个适当的情境来吸引学生参与课堂+最後我们选择了既能代表四川成都特点又能够
受到学生喜欢的熊猫作为了情境!主人公"+开课时教师设计的熊猫玩耍$锻炼身体的小视
频*动画课件其目的都是能在第一时间内抓住学生的视线+这个情景的设计又不是孤立而
存在的*它与後面的长方形的出现也做了一个伏笔+熊猫散步後回头一看*自己走过的路
线是一个长方形+後面的教学环节就可以顺势开展+

二*积累经验+为探索与发现奠定根基/

!图形与几何"板块的内容是学生的空间观念形成的重要载体+这块内容的学习与研
究历来都是一个重点$难点+要突破这个难点*教师在教学过程中就必须突出关注学生!活
动经验"的积累过程+三种版本的教材在编写的

0

络上有一个共性,量,,,算,,,观
察,,,发现,,,提癉+前面的四步都是为了使学生获得感知*便於积累必要的从事数学活
动经验和数学思考的经验+!基本活动经验"的积累不能一蹴而就*需要不断的观察$想象$

描述$再现7拼摆$测量$画图7操作$分析$推理+在!周长"这个单元的学习中*结合丰富的
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实例*注重亲身体验*逐步引导学生积累活动经验+

本课中设计了通过!对比观察"积累活动经验+在开课的环节中首先让学生观察熊猫
的路线图*唤起了潜藏在他们内心深处的!长方形"的认识+这个唤起不仅是外形的唤起*

更多的还是他们对长方形特徵的回忆*学生的回忆更便於後一步根据特徵进行动手操作+

在通过观察长方形周长的计算算式*总结长方形周长公式环节是提癉了学生对!观察"二字
的理解+这个环节*学生不仅要观察更多的是那些通过观察算式的共性与个性发现本质的
!异同"*提炼长方形周长的公式+在课堂中学生的确通过自己的观察发现了三个算式的不
同点是外在形式不同的算式!$# ]% ]$# ]%$$# j" ]% j"$&$# ]%'j""*紧接着学生立刻
提炼出了三个计算方法!长]长]宽]宽$长j" ]宽j"$&长]宽'j""+如果没有对算
式的外在形式的观察*後面的计算公式是无法触及到的+接下来是观察几个不同方法的相
同点---比较这些不同的方法之间的相同点+这个观察是属於高层次的观察总结+课堂
中学生出现的情况也与我们在内地几次试讲出现的情况相似*那就是能通过观察发现不同
的方法中蕴藏的相同点的学生数量很少*比内地孩子还少+澳门执教班级中有+个小朋友
举手发言*而内地班级以+#人一班为例*有$#个左右发言+这个想象说明我们内地在长
期关注了学生相关能力$素养的培养後效果是明显的+

通过动手操作积累活动经验+引导学生在操作$交流等活动中*逐步理解长方形周长
的实际意义*获得更多$更直观的有关周长的经验*建立计算周长方法+学生在测量长方形
卡纸的长与宽的过程中出现了以下两种方法*一是四条边都测量*二是测量一条长*一条
宽+通过这个操作获得*学生体验到了长方形的周长就是将四条边相加*如果没有这个测
量活动*学生是无法获得长方形的周长和其他图形的周长一样*都是将所有边线的长度相
加+课中出现的两种测量方法也为後续出现多种计算周长的方法积累了基础+正因为有
不用的测量方法*学生才能出现!连加$乘加"的计算方法+

三*突出计算图形周长的一般方法+注重探索过程的展示交流/

在!北师大"版!周长"这个单元中着重突出如下周长计算的一般方法*前一课呈现了
大量不同形状多边形周长计算的问题*帮助学生理解了周长概念的同时*也初步学会计算
周长的一般方法*即把所有边的长度相加在一起+在此之上来研究!长方形$正方形的周
长"+课中学生们通过自己的探究*发现了三种不同的方法*一种方法是根据图形的特徵
解决问题的+在课中我们?没有强调一定要!舍"与!取"+三种版本的教材中!人教版"和
!苏教版"中出现了一句!你喜欢哪种方法."*而!北师大"版的教材中

3

连这句话都没有+

这充分说明了鼓励学生选择适合自己喜欢的方法*在生活中解决问题时选择适合具体情境
的方法才是最好的方法+在课堂实施中我们也发现同学们对於自己研究出来的方法的解
释都是基於以上两种思路进行的+同时我们也关注到澳门地区有的教材中是倡导对於三
种方法进行优化提炼的+这一差异正是此次交流活动中所碰撞的!智慧的火花"之一吧:
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重在!体验"贵在!引导"

!!!%面积的认识&教学反思

四川省成都市成华小学校 张 倩

数学教学是一种数学活动的教学*在新课标的指导下*力求做到以学生发展为本+在
整个教学过程中*学生不是依赖教师的讲解获得知识*而是通过自己观察$操作$思考和讨
论交流*在学习过程中主动获得面积的概念+

新课程改革以後*数学概念的教学出现了很多变化*其中有一条就是弱化了对概念文
字表述的记忆*重在理解和解释+澳门是东西方文化的交汇处*教育也呈现多元化+但我
想*!以生为本"的儿童教育观是我们共同的追求*这也是我在设计整节课的指导思想+

一*在丰富的生活背景上学习数学+强化感知+建立概念/

#数学课程标准%指出,!学生的数学学习内容应当是现实的*有意义的*富有挑战性的*

这些内容有利於学生主动地进行观察$实验$猜测$验证$推理与交流等数学活动+"学习内
容来自学生生活实际*在学生已有的经验的基础上学习*可使学习更有效+因为*学习内容
贴近学生知识经验*符合学生心理特徵*容易形成知识结构*同时也充分体现了学习生活化
的理念+

面积的概念具有较强的抽象性*学生理解起来会有一定的难度*为了使学生较好地理
解和掌握!面积"这个比较抽象的概念*我从故事入手*以尼罗河水泛滥引出历史上测量面
积的需要*告诉学生,数学概念不是凭空而来*而是有其产生的历史背景+然後画下两块
!田"*直接涂满颜色*初步区分了周长和面积+接着*让孩子们用手指去指!田"的周边一
周*又让孩子摸整块!田"*这是用不同的动作来区分周长和面积*让学生初步感受今天认识
的面积和以前学习的周长既有区别又有联*以达到多角度$多方位地理解面积的含义+

再接着是对图形进行分类,封闭的$非封闭的*这是让学生对概念的学习精确化和拓展化+

找生活中物体的面*让学生感知物体的面有大有小7数文具盒的表面*这是让学生感知面在
体上*感受!物体的面"随处可见*初步建立面的表象+这样层层深入*环环相扣*学生在不
知不觉中理解了面积的含义*有一种水到渠成的感觉+体现了现代教育思想所倡导的!数
学课堂教学应向学生提供与生活实际密切联的$有价值的$富有趣味的教学内容"这一基
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本理念*学生由最初直观认识面积上癉到对面积的理解*前者是後者的基础*後者是前者的
癉华+

二*经历用多种方法比较面积的过程+体验比较策略的多样性/

学习的过程是一个认知的过程*又是一个探索的过程*使数学知识成为学生看得见$摸
得着$听得到的现实*真正感受到数学的真谛与价值+

为了使学生体验统一面积单位的必要性*在比较两个图形面积的大小时*我设计数学
?戏*造矛盾突*将学生引入重重矛盾之中*接着引导学生动手操作*加以求证*使他们
经历了从!观察---重叠---拼剪---拼摆---用统一的标准来摆---面积单位的建立"

这一过程*通过师生评价$生生评价等*在合作交流的过程中每个人的想法都成了课程资
源*在交流的过程中不断补充$完善*吸取别人好的做法*实现了资源共享*让学生从中学到
比较面积的方法*得到解决问题的经验*养成解决问题要想好策略的好习惯+学生始终在
兴奋中思考$探索*学习不再枯燥乏味*而是充满了挑战和乐趣*同时也为下一节课学习!面
积单位"做了必要的铺垫+

三*巩固练习+深化认识面积+突破学生学习难点/

学生从一维!长度"到二维!面积"的学习是学生对空间形式认识发展上的一次飞跃*

相比!长度"而言*!面积"更为抽象+为了让学生更好的加以理解与区分*因此在练习的设
计时*特意针对部分学生模糊点来进行设计*我先出示了两个长方形的其中一条边*请学生
根据这两条边来判断哪个长方形的面积大*此时引起了学生的争论*这个时候的学生是带
着问题在思考*策略性的探求已经从!外压"转化为求知的!内需"*再通过学生动手描一描
以及多媒体辅助的动画演示*让学生形象地理解了要比较哪个长方形的面积大*必须要知
道长方形的长和宽*这也为後面学习!面积的计算"打下了基础+这个过程既凸显了!面"

与!线"的本质区别*也进一步促进学生真正理解面积的内涵*形成清晰$正确的认识+

回味课堂之馀+觉得还有些值得我深思的问题!

$1我们强调学习数学的感觉*但也不能忽视感觉所带来的负面效应*带着感觉学数学*

最终目的不应该是跟着感觉走*而应是站在已有的数学感觉之上进行理性的学习+如何很
好地把握这个平衡点*值得我们细细咀嚼*深入探究+

"1不知道是不是因为我设计的问题还是语言方面有沟通的障碍*我几乎看不到学生能
主动提出问题*这也是我感到很遗憾的地方+学生能够提出问题*是学生自主学习的表现*

是他们积极思维的结果*也是创新的开端+培养学生的创新精神就从提问开始+教学*教
学+教学生学.学问*学问+引学生问/
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以有效的设计促数学基本经验的积累

!!!记%长'正方形的认识&教学感悟

四川省成都市五桂桥小学 商 靖

偶然拾得这样一则新闻,!德国在汶川大地震之际曾经捐献给我国的世界最先进的移
动医院*经过我国技术人员的研究後克隆出了数十台*世界人民无不感叹中国人民的才
智"+看到这样的新闻*作为一名身处一线的老师*我不禁心生一阵莫名的悲凉---我们现
在的教育缺少的就是培养创新型人才+我们的教育不是一条标准化的生产线*我们不是在
培养会做题的!机器"+正如史宁中教授所言$一个创新型人才除了知识之外+还需要一些
什麽东西呢0 我想主要是思维形式和思维方法+他想问题会不会创新性的想+当然还有一
个创新意识问题/%

怎样才能培养学生创新性的思维形式和方法呢.落实到小学阶段的学习*我觉得其中
非常重要的就是$数学活动经验%+那麽何为$基本的活动经验%呢.张奠宙指出,$数学经
验+依赖所从事的数学活动具有不同的形式/%徐斌艳教授认为,我们还可以将基本活动经
验进一步细化+它包括基本的数学操作经验.基本的数学思维活动经验.发现问题*提出问
题*分析问题*解决问题的经验/ 孔凡哲教授认为,$基本活动经验%是指$在数学目标的指
引下+通过对具体事物进行实际操作*考察和思考+从感性向理性飞跃时所形成的认识/%史
宁中教授认为,$基本活动经验就是会思考问题/%

虽然一千个人心目中就有一千个!哈姆雷特"*但是我们不难从这些专家的观点中找到
一些共通的东西,第一+基本活动经验建立在生活经验基础上.第二+是在特定数学活动中
积累的.第三+其核心是如何思考的经验.第四+最终帮助学生建立自己的数学现实和数学
学习的直觉+学会运用数学的思维方式进行思考/ 这无疑都在向我们透露一个信息*我们
需要培养的是$会思,,,会从头到尾的思考问题.善行,,,以思带行+以行促思%的具有个
性的学生+下面就以#长$正方形的认识%一课为例*谈谈我粗浅的认识+

一*有效的问题
要想学生会思考问题*作为教师的我们首先需要修炼的功力就是会提出问题+因为学

生的基本活动经验?不是指学生一定要动手操作的才是经验*凡是能调动学生固有知识和
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生活经验的有价值的问题都是学生的基本活动*在这个过程中得到的经验均是学生的基本
活动经验+而且*教师的思维高度也决定了学生学习知识的深度+

$1直指数学学科本质的问题
所谓数学的学科本质即,$1对数学基本概念的理解7",对数学思想方法的把握74,对数

学特有思维方式的感悟7+,对数学美的鉴赏7/,对数学精神&理性精神与探究精神'的追求+

以上内容涵盖了一节课我们所需要解决的根本性的问题*如果作为教师的我们提出的问题
能直接引发学生对於一节课所学知识的学科本质的深层次的思考*那麽就相当於!一把钢
刀插入敌胸膛"+

(片段$)

师!谁愿意来说一说你测量的结果0 !在22E上呈现出4个不同长方形长和宽的数
据"-

师!仔细观察这些数据+你发现长方形的边有什麽特徵0

生$!长方形中较长的边和较短的边分别相等-

师!我们把这样的一组长边和短边都分别叫做长方形的对边+也就是说长方形的对边
相等- 你还有别的方法能验证这个结论吗0

生"!可以用折一折的方法进行验证-

师!那正方形的边又有什麽样的特徵呢0 你能借鉴刚才研究长方形的方法进行研究
吗0

在上述片段中教师引导学生观察自己操作的结果*?通过深究$长方形的边有什麽特
徵%这一核心问题*学生是一触即发+既实现了对长方形边的特徵探究方法的梳理*同时也
将这样的探究方法应用到了对正方形边的特徵的探究活动中+不仅实现了对不完全归纳
数学思想的渗透*同时也实现了对数学方法的运用*引领学生从思维的浅水区走向了深水区+

"1俯瞰数学学习方法的问题
古语有云$授人以鱼+不如授之以渔%+这就是说*作为一名教育工作者*我们现在的

$教%是为了$不教%*此乃教育的最高境界+那麽怎麽才能达到这样的高度呢.那就需要
教师对这个学科有一个深刻的认识*从而实现对学生的学习方法和教师的教学方法的思考
和变革+
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(片段")

师!这个动物同学们认识吗0

生!认识1 熊猫1

师!你是怎麽认出它是熊猫的0

生$!它是黑白色的- !师点评,抓住了颜色的特徵"

生"!它喜欢吃竹子- !师点评,抓住了生活习性的特徵"

22

师!看来有效的观察就是要学会抓特徵1 你能从上面这些图形中一眼找出长方形和正
方形吗0 你又能指出这两个图形的有什麽特徵呢0

在上述的片段中*虽然老师只是问了一个看似简单的问题*但是不仅成功地引导学生
明白了有效观察的方法就是抓特徵同时也为後续学习奠定了基础*让学生能迅速地聚焦到
对长方形和正方形边和角的探究上+也许*一个这样的问题?不能改变什麽*但在这样的
问题中学生一点点的在感悟+滴水都可以穿石*学生长期在这样的!悟"中得*总有一天量
变会引起质变*那麽学生思考问题的角度一定会更高$更全面*那麽创新的思维也就会应运
而生+

二*有效的活动
美国华盛顿国立图书馆的墙壁上写有三句话,!我听见了*但可能忘掉7我看见了*就可

能记住7我做过了*便真正理解了"+没有积极活动*没有亲身体验*相信很多知识便会成为
过眼云烟*很难扎根学生脑海+动手操作能促进学生在!做"数学的过程中对所学知识产生
深刻体验*从中感悟?理解新知识的形成和发展*体会数学学习的过程与方法*获得数学活
动的经验*同时发展自身的动手操作能力+

(片段4)

师!长方形和正方形的边和角到底有什麽特徵呢0

生$!长方形和正方形都有+个直角- !板书,猜想"

生"!正方形的+条边都相等-

22

师!同学们产生了许多的猜想+你们到底猜想得对不对呢0 请用你认为合适的方法进
行验证- !板书,验证"

生动手验证
师!谁来说一说你的发现和验证的方法-

生!我用尺子测量的+发现正方形+条边的长度都相等- !板书,正方形+条边都相等+

量一量"
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师!还有和他有相同发现的同学们0 请你挥挥手1 有和他用不同方法的吗0

生!我是用折的方法- !板书,折一折"

22

在上述的片段中*教师通过有效的活动设计引导学生经历了$猜想,,,验证,,,总结%

这一学习数学知识的全过程*同时让学生明白了解决同一个问题我们可以采用量一量$折
一折$数一数等多样的方法+在活动的每一环节中*教师都通过引导学生!说数学"来将自
己的思维过程外显+在不断的说中*学生逐步实现了$会独立思考+表达自己的想法和经历
与他人合作交流解决问题的过程+尝试解释自己的思考过程%的具体要求*主要体现在以下
几个层次,&$'说想法+即说一说关於这个问题我准备用什麽样的方法去操作*我选择这样
的方法背後的原因7&"'说做法+即说一说我到底是怎麽样操作的7&4'说结论+通过前面的
操作和我自己的思考*我有什麽发现+教师再在学生说的基础上加以引导和总结*不仅得
出了长正方形的特徵*还引导学生梳理出了探索长正方形特徵的方法+这样有效地通过做
和说相结合的教学过程*实现了让学生经历知识形成的全过程的目的*实现了学会学习的
目的*实现了帮助学生积累了学习这一类问题的基本活动经验的目的+

总之*数学课的核心就是实现对学生思维的训练*鼓励学生从多角度$用不同的方法解
决问题*从而实现培养创新性人才的终极目标+因此*我们的教学设计一定要围?培养学
生的思维来展开*在每一节数学课的教学中以掌握知识为船身*以提癉能力为船桨*以感悟
数学思想和方法为方向+引领着学生们在知识的海洋中不断披荆斩棘*一路前行-
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澳门特殊教育概况

澳门数学教育研究学会 伍剑佐

前言
联合国#残疾人权利公约%自"##&年&月4$日起*在中华人民共和国生效&包括澳门

特别行政区及香港特别行政区'+公约的宗旨是促进$保护和确保所有残疾人士能充分和
平等地享有一切人权和基本自由*?促进对残疾人士固有尊严的尊重+本文将以文献探
讨*把澳门特殊教育的起源$开展及现况整理*期望能令读者对本澳特殊教育情况加深了解+

一*澳门特殊教育的起源
澳门特殊教育开始於$5%'年*由基督教开办的院舍圣保罗学校*提供听障成人夜间教

育服务7$5'4年增办特殊教育日校&澳门教育暨青年局*"#$+'+而早於$5%#年前*当时政
府缺乏对特殊教育的重视*只有民间社团和天主教机构为弱能人士开办服务*积极参与救
济及提供住宿服务&阮邦球*"##&'+

虽然现时只找到这些特殊教育的起源文献*但相信作为教育界的我们*无论学生是否
有特殊教育需要*我们必须本著一颗爱人的心*延续中国几千多年的教育精神*!有教无类$

因材施教"*为每一位学生提供适切的教育*这是我们教育界应付的责任+

二*澳门特殊教育的开展
自$5&#年代中期*澳门社区开始拓展特殊教育*纷纷设立特殊班$特殊学校和特殊训

练中心+经过各界的多年努力*当时澳门政府於$5##年也开始在教育司属下设立特殊教
育发展委员会7?於$55$年颁布教育制度法规*确定特殊教育为澳门教育制度的一个组成
部分*阐述特殊教育的宗旨*界定有特殊教育需要人士的类别+翌年*教育心理辅导暨特殊
教育中心成立*为学生进行评估及提供支援服务&澳门教育暨青年局*"#$+'+

$55%年颁?第44k5%k6号法令#特殊教育%*强调平行机会及适切教育*进一步鼓励及
协助有特殊教育需要的学生*融入学校及社会+特殊教育法令具体地制订各项辅助措施*

包括课程内容$教学方法$人员编制$学校硬体配合$学生编班$评量方法及施行细则等+

"##%年颁?的第5k"##%号法律#非高等教育制度纲要法%*对特殊教育作了新的界定*如
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!特殊教育优先在普通学校内以融合的方式实施*亦可在特殊教育机构以其他方式实施+"

及!特殊教育的对象包括资优学生和身心存在障碍的学生"+

由$55#年代开始*特殊教育正式得到政府的重视*?透过法令开展特教的工作*推出
了贴近先进国家的新界定+

三*澳门特殊教育的现况
今天澳门特殊教育的工作范畴主要分为对学生的直接和间接服务工作+直接服务工

作包括特殊班学生辅导工作$学生评估$治疗服务$综合评估及入学安置建议7间接服务工
作提供与特殊教育相关的专业技术支援$资助和协调私立特殊教育及服务机构$对澳门之
特殊教育发展提出建议$特殊教育教师培训工作和推广特殊教育工作&阮邦球*"##&'+

另一方面*董志文&"#$%7'根据教青局显示资料表示,政府在"##%k"##'学年开始推出
融合教育资助计划*过去$#年间融合生数目由"''人*增加到"#$/k"#$%学年的5+5人*参
与融合教育资助计划的学校数目有4&间*其中公立学校有5间*分别有$1二龙喉中葡小
学*"1乐富中葡幼稚园*41北区中葡小学*+1鱶仔中葡学校*/1何东中葡小学*%1高美士中葡
中学*'1中葡职业技术学校*&1二龙喉中葡小学*51澳门葡文学校7免费教育学校系统的私
立学有""间*分别有$1圣善学校*"1海星中学*41莲峰普济学校*+1玛大肋纳嘉诺撒学校*

/1沙梨头坊众学校*%1圣玛沙利罗学校*'1圣罗撒英文中学*&1圣德兰学校*51九澳圣若瑟
学校*$#1圣玫瑰学校*$$1德明学校*$"1沙梨头浸信学校*$41雷鸣道主教纪念学校*$+1庇
道学校*$/1福建学校*$%1澳门坊众学校*$'1澳门中德学校*$&1培华中学*$51鱶仔坊众学
校*"#1澳门三育中学*"$1澳门浸信中学+非免费教育学校系统的私立学有'间*分别有*

$1培正中学*"1联国学校*4圣安东尼幼稚园*+1鲁弥士主教幼稚园*/1圣若瑟教区中学第五
校&英文部'*%1圣公会中学&澳门'*'1澳门国际学校*配合了澳门特殊教育在普通学校内
以融合的方式实施的发展趋势+

表$ 澳门特殊教育最近十个学年的数字
学年 特教班&人数' 融合生&人数' &特殊教育'教师&人数'

"##%k"##' +5# "'' &%

"##'k"##& +'/ "%+ &$

"##&k"##5 +'$ 444 '5

"##5k"#$# /#" 4'" &$

"#$#k"#$$ //$ +"% &+

"#$$k"#$" /%# +&+ 5$

"#$"k"#$4 /&" /$% 5%
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"#$4k"#$+ %$" %5" $#5

"#$+k"#$/ %"+ &#% $$"

"#$/k"#$% %+4 5+5 $"+

$

资料来源,澳门教育数字概况!"#$/ ,"#$%"-

根据澳门教育数字概况&"#$/ ,"#$%'*澳门现时共有$#所公立学校$"5所私立学校及
+所私立特殊教育学校*为特殊学生提供共三类不同的课程的教育安置*包括融合班$小班
及特教班+

"一#融合班"由融合学校开办#

第一类是设於普通班的融合生*他们可能因有著下列一项或多项的情况*如,身体机能
障碍&包括,听障$视障$语障$肢障等'$智力范围属於临界智能不足$自闭症$过度活跃症$

学习障碍&如,听$说$读$写$数学运算方面有显著困难'及具长期且持续性的情绪行为问
题*而需要少量的特殊辅助便能与同班同学一起学习及成长的学生+这些学生在普通班级
接受教育*?列作融合生*学习内容与该级同学类同*但教师会因应学生的个别特殊需要而
采取相应的教学策略来协助学生学习+对於在融合生就读之班级人数也相应减少*目的是
让学生能得到适度的关注和辅助+班内人数规定每班人数不超过"/人*融合生不超过4

人*适合公立$私立的幼儿$小学$中学+不论公立还是私立*其融合生的课程原则都是,

$'与普通教育课程相同*

"'按学生的个别情况而作调整*

4'针对某些障碍类别的学生*可能会以免除因其身心条件而不能进行之活动或以其
他学习内容代替+

"二#特殊教育班级小班"由公立学校开办#

第二类是为整体学习出现显著困难的学生而设的特殊教育班级&即小班'*这些学生可
能为智力范围属於轻度智能不足*且伴随学习困难或具长期且持续的严重情绪及行为问
题*而在学习上需要较大的迁就或辅助+这些学生会在程度较高的特殊班就读*所学习的
科目会较正规教育少*但课程仍然是采用正规教育的课程*目的是让学生能在教育及生活
上融入社会+就读小班之学生人数较少*且由一名教师及一名助教进行教学*目的是让学
生能得到适度的关注和辅助+班内人数规定每班人数为&至$/人*适合公立学校的小学
及初中+按上面所述*目前小班只有公立学校提供*其课程是,

$'与普通班课程相若*增减科目或作部分替代7

"'删减及简化普通班教材内容7

4'目前设置小学及初中课程7
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+'"#$#k"#$$学年将增设小班高中课程+

"三#特殊教育班级,,,特教班"由公立及私人特教学校开办#

第三类的班级是为智力属於中度或以下的学生而设的特殊教育班级&即特教班'*特殊
教育班级会为学生提供个别课程安排及特别教学环境*教学内容除了基本的学科以外*还
包括自理$沟通和社会适应等生活训练7课程也采用以主题编写的教材为主*让学生能得到
和他能力及生活相关的学习及训练+班内人数规定每班人数为%至$/人*公立学校分三
阶段&分轻$中$重度'+私立学校包括幼儿$小学$中学教育+公立学校的特教班学生与私
立学生特教班的学生*其课程的设计依据是有所不同的*皍将分别介绍如下表"所示,

表" 公立学校与私立学校的特教班课程设计原则
公立学校 私立学校

$'以主题教学方式编写中文科及常识
科+

"'按学生的能力编写其他科目的内容
&自理$社交$感知肌能'+

$'部分科目内容以主题教学方式编
写*部分则按学生能力缩写+

"'课程设置与普通教育相同+

4'改编普通教育的课程内容+

$

资料来源,澳门教育暨青年局!"#$/"-

另外*公立学校特教班会因应学生不同的阶段*其课程设置上都有其不同的理念*第一
阶段&%至$#岁',教学内容以培养学生心智发展$沟通及生活自理为主7第二阶段&$$至
$/岁',教学内容以学习工具操作$沟通及人际社交为主7第三阶段&$%至"$岁',教学内容
以基础能力训练及实际工作培训为主+

而私立学校所设的特教班*目前主要有明爱学校*启聪中心$启智学校及协同特殊教育
学校*皍将其课程理念陈述如下,

一$学前教育&#至%岁',

$'主要以小组形式进行训练7

"'课程由学校自行编写7

4'内容包括认知$自理$语言及肢体活动训练+

二$小学及中学教育&%至"$岁',

$'主要以学生认知能力分班7

"'内容以认知学习为主*附设辅导及治疗服务7

4'课程以普通教育课本但按个别情况适当适应+

就上述描述*由教育暨青年局表述之有特殊教育需要学生的判定准则如表4+
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表4 澳门有特殊教育需要学生的判定准则表
融合生 特教小班学生 特教班学生

学生状况
身体机能障碍$自闭
症$过度活跃症$特殊
学习困难

长期且持续性的严重
情绪行为问题

个别课程安排及特别
教学环境配合

学习辅助 学习及学校环境给予
少量的特别辅助

学习上需要较大迁就
或辅助

个别课程安排及特别
教学环境配合

$

资料来源,笔者整理-

在学前有特殊教育需要的儿童*已提供全日制$半日制的特殊教育班级及个别训练之
学前特殊教育学校*主要由民间机构开办*政府支助的形成提供服务*即私立的特殊教育机
构及学校7另一方面*政府也逐步开展公立学校的特殊教育步伐*对部分能力稍逊的学生提
供特殊教育小班及特殊教育班级&特殊班'+以下分别为提供特殊教育的私立及公立学校
的名称$服务对象年龄&阶段'及教学内容之分类表+

表+ 私立学校的特殊教育
服务对象年龄 设有该程度的学校 教学内容

$岁以上 启聪中心 一对一个别教学服务
# ,%岁 启智学校 全日制$半日制及一对一个别教学服务
% ,"$岁 明爱学校 全日制特殊教育班*生活应用课程

由幼稚园至中六
&4岁,"$岁'

协同特殊教育学校 全日制特殊教育班*正规教育课程

$

资料来源,笔者整理-

表/ 公立学校的特殊教育
阶段 设有该程度的学校 教学内容

小一至小三 北区中葡小学 具备全日制特殊教育小班*正规教育课程+

小四至小六 巴波沙中葡小学 具备全日制特殊教育小班*正规教育课程+

中一至中三 中葡职业技术学校 全日制特殊教育小班*正规教育课程+

北区中葡小学

第一阶段
&% ,$#岁'

&轻度班'$

何东中葡小学
&中$重度班'

全日制特殊教育小班*再配合不同的学科学
习*包括语文$数学$美术$音乐和体育等+

-5/-



巴波沙中葡小学

第二阶段
&$$ ,$/岁'

&中$重度班'$

鱶仔中葡学校
&轻度班'

全日制特殊教育小班*再配合不同的学科学
习+

第三阶段
&$%岁以上'

路环中葡学校
&轻$中$重度班'

全日制特殊教育班*未来就业和融入社会之课
程为主+

$

资料来源,笔者整理-

综合上述对澳门特殊教育相关资料之搜集及整理*澳门的特殊教育及融合教育的开
展*已有不错的发展及规模+"#$/年4月澳门政府对特殊教育政策提出谘询文本*就#特殊
教育制度%的法规向公众谘询*而联合国残疾人士权利公约也为澳门特殊教育提供了发展
方向+澳门现时不同的特殊教育设置*已能为不同需要的学生*提供适切的教育安置+政
府亦已投入相当的资源开办特教培训课程*日後望能为澳门的特殊教育学士$治疗学士
而设立职前培训课程*加强对特殊教育的专业发展+
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!密克圆"一题多证巡礼

! (五点共圆)的典型案例!

澳门数学教育研究学会 郑志民

前国家主席江泽民*在$5&5年接见我国当年参加国际数学竞赛&B56'胜利归来的金
牌获得者*以及参加"###年庆祝澳门回归祖国一盷年庆典*於"###年$"月"#日到澳门濠
江中学视察*接见师生时*都兴致勃勃地

4

出一道几何题,$任意一个五角星的五个三角形
的外接圆交於五个点+求证这五个点共圆%&也即$五边形五条边延长後+两两相交成五个三
角形+它们的外接圆两两相交+除了顶点外有五个交点+此五点共圆%'&此圆称为$密克
"5#12&-#圆%*也有的译为$米凯尔圆%或$米库勒圆%'>?指出*$学习几何能锻练一个人
的思维>解答数学题+最重要的是培养一个人的钻研精神%*对学习几何*解答数学题的教育
价值予以肯定>很值得每一位关心新世纪我国数学教育改革的同仁们深入思考>

对於这个美妙而又诱人的几何题*澳门濠江中学数学科组的老师们纷纷披?上阵>$"

月"4日结果出来了*濠江中学的四位数学老师分别从不同的角度作出了四种不同的解法*

共分两大类,杨万忍*郑志民和郑家秀三位老师的证法属第一类证法+此类证法都是利用圆
%

接四边形的判定定理和性质定理+反复进行角的分解*合成和转化.刘增荣老师的证法属
第二类证法+此类证法则注意到欲证共圆的五个点实为$密克"5#12&-# 点%"也有称之为
Z'--'(&点#+抓住了问题的本质>刘增荣老师的简洁证法得到数学专家和数学界同仁的特
别欣赏>

四位数学老师对江主席的$五点共圆% 命题作出了解答*大大地鼓舞了濠江中学的师
生>

经各大媒体的传播*消息传遍了中$港$澳>国
/

的老师纷纷致电濠江中学热热地祝贺
?加以详细地询问*$五点共圆%问题一时成为中华大地的盛事-

正如华东师范大学的数学教育专家+张奠宙教授在华东师大的数学刊物#数学数
学%"##+年第%期$平面几何的魅力%一文中指出的*五角星上某些点共圆的问题早已不在
现今的数学教科书中出现了>繁而困难的几何题的证明*一般学生难以学会*也欣赏不
了>但新的1数学课程标准2提出*不同的学生应得到不同的数学发展>将来在高中还要开
设#平面几何%的选修课>平面几何的魅力是永存的>不要求人人做几何难题*

3

必需保持
一部分人能

,

欣赏平面几何的魅力>欧几得1几何原本2 乃是古希腊/##年的理性思维
-$%-



结晶+这份人类精神财富散发的魅力+永远会被人欣赏>

为了让有兴趣进一步欣赏和研究这个美妙而又诱人的$五点共圆% 问题*本文将以
1$密克圆%一题多证巡礼2为题来展开$五点共圆%的典型案例之$一题多证%>

一*引子,,,$五点共圆%相关的$密克"5#12&-#点%定理

"一# 引例,,,从三圆共点和四圆共点说起
在研究$密克"5#12&-#点%定理之前先看看三圆共点和四圆共点的几个典型例子>

当二圆圆心距离小於二圆半径之和时*二圆必然相交*而要证明三圆交於一点*我们归
结为三圆S

$

$S

"

$S

4

共点证法,

&$'S

$

$S

"

交於4点*而4在S

4

上>

&"'S

$

$S

"

$S

4

都分别过定点4>

这可从下面所引例题中可以得到印证>共点圆与共圆点问题的证明方法之间是互相制
约$相互联*息息相通*相辅相成>下面所引例题可供鉴赏:

&例$'以三角形三边为一边向外侧分别作正三角形*

三者的外接圆共点>此点称为费马"4>/&;&%:'++

$%#$,$%%/+法国#点>

&证明'图$ F$中*

&

DRSL$

&

RSDL$

&

DSRL是
&

DRS

外侧的三个正三角形>则
/

DRLSH

/

RDLSH

/

DSLRH

%#[*设外接圆DRSL$RSDL交於4*连4D$4R$4S*则4$D$

SL$R四点共圆*4$R$DL$S四点也共圆*那
* /

D4RI

/

R4SH$"#[I$"#[H"+#[*这说明
/

D4SH$"#[*它与
四边形D4SRL中的对角

/

DRLS互补*亦即4在
&

DSRL的
外接圆上*命题得证>

&例"'以
&

DRS的边DR$DS为边*分别在
&

DRS的外部作两个正方形*又以RS边为
对角瞃作一正方形*求证,三个正方形的外接圆共点>

&分析'如图$ F"所示*以RS边为对角瞃所作
正方形的外接圆即以RS为直径的圆*故只需证明
另两个圆&除交点D外的'的另一个交点4对RS边
所张成直角即可>

&证明'设以DR$DS分别为一边的正方形的外
接圆的交点除点D外*还有4点>连4D$4R$4S*则
/

D4RH$4/[*

/

D4SH$4/[>&

/

D4R*

/

D4S所

-"%-



对的弧均为4 Q5#['>

i

/

R4SH4%#[F&$4/[I$4/['H5#[7

h点4在以RS为直径的圆上*即4点在以RS为对角瞃的正方形的外接圆上>

故三个正方形各自的外接圆共点於4>

&例4'已知\为
&

DRS的垂心*D\$R\$S\的延长瞃分别交RS於\

$

*交DS於\

"

*交
DR於\

4

*则
&

D\

4

\

"

$

&

R\

$

\

4

$

&

S\

"

\

$

所对应的三个
外接圆共点>

&证明'如图$ F4所示*据已知*\为
&

DRS的垂
心*且D\

$

0

RS於\

$

*R\

"

0

DS於\

"

*S\

4

0

DR於\

4

>

i

/

\\

$

SH\\

"

SH5#[*

/

\\

$

RH

/

\\

4

RH

5#[*

/

\\

"

DH\\

4

DH5#[>

则\$\

$

$S$\

"

四点共圆*\$\

$

$R$\

4

四点共圆*\$

\

4

$D$\

"

四点也共圆*而上述三圆均过4点*故
&

D\

4

\

"

$

&

R\

$

\

4

$

&

S\

"

\

$

所对应的三个外接圆共
点>

&例+'在三角形三边上各任取一点*分别为K$Y$]>那
*

顶点与两相邻边上所取的点
共三点所成三角形分别作外接圆*三圆共点>此点称
为$密克点一%&数学家密克&D>5#=2&-'在共点圆$共
圆点这个课题中屡有创新*建有殊瞕*但仅见其姓*名
不见经传*神龙但现其首*令人纳罕'>

&分析'在图$ F+中*

&

DRS三边上各任取一点*

分别为K$Y$]*要证
&

DK]$

&

RKY$

&

SY]三个外接
圆共点>

如果前二圆共点於4*从
/

K4]I

/

Y4]I

/

K4Y

H4%#[*

/

DI

/

K4]H$&#[*

/

RI

/

K4YH$&#[*

即可得到
/

Y4]H4%#[F&$&#[F

/

D'F&$&#[F

/

R'H

/

DI

/

R>

而
/

DI

/

RI

/

SH$&#[*i

/

Y4]H$&#[F

/

S*即
/

Y4]I

/

SH$&#[*

於是
/

Y4]与
/

S互补*即四边形4YS]

/

接於
&

SY]的外接圆$亦即证明
&

SY]的
外接圆也过4点*命题得证>这个成立的命题称为密克点一定理>

&注'由於本命题的正确性被证明*因此可以顺利地如图$ F/&$'*$ F/&"'*$ F/&4'

及$ F/&+'得到下述四个命题成立,

其一*

&

D5

$

5

4

$

&

R5

$

5

"

$

&

S5

"

5

4

三个外接圆共点7

其二*

&

D!

$

!

4

$

&

R!

$

!

"

$

&

S!

"

!

4

三个外接圆共点7

-4%-



其三*

&

D\

$

\

4

$

&

R\

$

\

"

$

&

S\

"

\

4

三个外接圆共点&见例4结论'7

其四*

&

RV;$

&

SVN$

&

DN;三个外接圆共点>

&注'法国数学家热尔岗&̂>V>M&%1),,&>$''$ F$&/5'发现,三角形有一
/

切圆*则从
顶点到对边上的切点之连瞃*三瞃共点>此点称为三角形的热尔岗点>

&例/'

/

接於圆的四边形顶点与相邻边中点为顶点
形成的三角形外接圆*四圆共点>

&证明'在图$ F%中*四边形DRSV

/

接於圆*设圆心
为6*自6向四边引垂瞃*垂足N$;$M$\就是四边相应的
中点>那

*

6N

0

DR*6;

0

RS*6M

0

SV*6\

0

DV*则
/

$$

/

"$

/

4$

/

+依次是
/

D$

/

R$

/

S$

/

V的补角>四组
点D$N$6$\7R$;$6$N7S$M$6$;7V$\$6$M分别是共圆
点>这四圆都过6>命题得证>

&例%'完全四边形DKYSR]中四个三角形的外接圆四圆共点&此点称为密克点二*此
定理称为密克点二定理>'且由该点向四直瞃所作垂瞃的垂足在一直瞃上>

&分析'图$ F'中*完全四边形DKYSR]中包含四个三角形,

&

KRY$

&

SY]$

&

DRS$

-+%-



&

DK]>它们各有外接圆>命题的结论是这四个圆共点>

&证明'首先*在
&

DRS边DR$RS上分别取K$Y两点*在DS延长瞃上取]点*那
*

&

KRY$

&

SY]的外接圆除Y点外*交於4>如图
$ F'*连结有关瞃段*比较有关各角可知,

/

$ H

/

"*

/

4 H

/

+*

/

/ H

/

%&分别是同弧所对的圆周
角'7

/

% H

/

'&对顶角相等'>关键是要证
&

DK]

的外接圆是否通过4点*回答是肯定的>

事实上*

/

" I

/

DK]I

/

DH$&#[*

而
/

DK]H

/

+ I

/

' H

/

4 I

/

%

H

/

4 I

/

/*

又
/

$ H

/

"*

i四边形DK4]中一组
/

对角
/

DI

/

K4]H

/

DI

/

4 I

/

$ I

/

/ H

/

DI

/

4 I

/

" I

/

/

H

/

DI

/

" I

/

DK]H$&#[

iD$K$4$]四点共圆>

则
&

DK]的外接圆过4点>

这已证明
&

KRY$

&

SY]$

&

DK]的三个外接
圆共点>

其次*在
&

DK]边D]*K]上分别取S$Y点*

在边DK的延长瞃上取R点>类似地运用密克点
一*可证

&

KRY$

&

SY]$

&

DRS的三个外接圆也
共点於4>

综合上面两步骤*已证密克点二定理为真>

另外*如图$ F&所示*设上述四圆共点於4*

且4至完全四边形&DK8SR]'四边DR$RS$K]$

D]所作的垂瞃之垂瞃是分别为C*5*V及C*8*

V7根据摩瞃定理知*C*5*V共瞃7C*8*V也共瞃>因此四垂足C*5*8*V四点共瞃>

"二# $密克"5#12&-#点%定理
&定理'两两相交的四条直瞃交成四个三角形*它们的外接圆必同交於一点&此定理称

为密克"5#12&-#点定理'>

&证法$'&见上海辞书出版社出版之#数学题解辞典---平面几何%'

&定理'已知DN$D;$NV$;R四条直瞃相交於D$R$S$V$N$;六点*眐成四个三角形*它
们是

&

DR;$

&

DNV$

&

RNS$

&

VS;*求证,这四个三角形的外接圆共点>

&分析'如图$ F5所示*设
&

RNS与
&

VS;的外接圆交点为6*则只需证明
&

DR;与
-/%-



&

DNV的外接圆也经过点6即可>

8证明9若
&

RNS与
&

VS;的外接圆交点为6*连结D6$R6$S6$V6$N6$;6>

hN$R$S$6四点共圆*

i

/

RN6H

/

6S;&圆
/

接四边形的外角等於
/

对
角'>

又h;$V$S$6四点共圆*

i

/

6S;H

/

6V;&圆中同弧上的圆周角相等'>

i

/

RN6 H

/

6V;*故N$D$V$6四点共圆*即
&

DNV的外接圆经过点6>

又
/

NR6H

/

NS6H

/

D;6*

i;$D$R$6四点共圆*即
&

DR;的外接圆也经过点6>

i

&

DR;$

&

DNV$

&

RSN$

&

VS;的外接圆共点>

&说明'&$'本题中四个三角形的外接圆共点*这个点称为密克&DF5#12&-'点>

&"'如果本题中的点6位在N;上*h

/

DRSH

/

N6S*

/

DVSH

/

S6;*而
/

N6SI

/

S6;H$&#[*即
/

DRSI

/

DVSH$&#[*则四边形DRSV为圆
/

接四边形*则命题的证明
更为简单>

&证法"'&见陈圣德著之#平面几何一题多证%*

福建人民出版社出版'

如图$ F$#所示*设DR$D;$V;$SR四直瞃交成
四个三角形

&

DRS$

&

DV;$

&

RNV$

&

SN;>今要证
明它们的外接圆共点4*可先作两个

&

RVN与
&

SN;的外接圆*设其另一交点为4>

连4R$4N$4S$4;*则
/

$ H

/

" H

/

4>故S$

D$R$4共圆>也即
&

DRS外接圆也过4>

同理可证*

&

DV;的外接圆也过4>故四圆共点4>

&证法4'&见陈圣德著之#平面几何一题多证%*

福建人民出版社出版'利用三角形的垂足瞃"西摩
瞃#定理之逆定理>

如图$ F$$所示*设
&

RNV与
&

SN;的外接圆
交於4>由4引

&

RVN三边的垂瞃4K$4Y$4]>则由
西摩瞃定理知K$Y$]共瞃>

其次*引4?

0

S;*则由
&

SN;及其外接圆知*

Y$]$?共瞃>

i K$Y$]$?共瞃>

-%%-



对於
&

DRS*由於从4引三边的垂瞃*垂足K$Y$?共瞃*

故根据西摩瞃定理的逆定理知*4在
&

DRS外接圆上>

同理可证4在
&

DV;的外接圆上>

故四个三角形的外接圆共点4>

&注'四直瞃两两相交於六点所成图形在近世几何中称为$完全四边形%*故4点称为
完全四边形DSNVR;的$密克点%>如在

&

DRS三边RS$SD$DR或其延瞃上各取一点4$O$

X*则三个三角形DXO$R4X$S4O的外接圆也共点>这点也称$密克点%*证法类似&可见下
述的补充证明'>

$

&证明'如图$ F$"在
&

DRS的两边DR$DS上分别取4$O点*而在RS延长瞃上取
X点>求证

&

D4O$

&

R4X$

&

SOX的外接圆三圆共点>

今假设两圆D4O$SOX交於B*则
/

DH

/

4BO&圆中同弧上的圆周角相等'*

/

SH

/

OBX&圆
/

接四边形外角等於
/

对角'*这说明,

/

DI

/

SH

/

4BOI

/

OBXH

/

4BX>

另一方面*假设
&

4DO$

&

4RX两个外接圆
如交於BL*则

/

RH$&#[F

/

4BLX*

/

4BLXH$&#[F

/

R

H

/

DI

/

SH

/

4BX>

道致B$BL重合*已证三圆共点於B>

对於4$X分别在DR$RS延长瞃上*或4$O$

X分别在DR$DS$RS延长瞃上*命题也是真的>

二*密克圆定理"五点共圆之典型#的多种证法欣赏
自从濠江中学把濠江中学四位老师对$五点共圆%问题的四种不同解法通过澳门中联

办转交前国家主席江泽民後*便得到江主席亲切的回信*?寄来参考解法>之後国
/

及港澳
的学者都对此加以研究*直至"##$年%月&北京学者'周春荔还在北京的#数学通报%中发
表研究文章---1从密克圆的证明谈起2>

上海的学者沈康身教授在其巨著1数学的魅力2"一#"二# 对相关问题作了重要的论
述*并介绍了许多与$五点共圆%问题相关的丰富

/

容>

今把$密克圆%的$多种证法%列举於下*为对此有兴趣的读者提供欣赏的资料*?作为
$密克圆%一题多证的巡礼-

命题!任意五角星形的五个三角形的外接圆"除原有交点外#五个交点分别为8*5*_*

C*6五圆>

&证法$'如图" F$*命题要证8$5$_$C$6五点共圆&以下主要用到$圆周角定理%及
其逆+圆

%

接四边形的性质定理$圆
%

接四边形对角互补%及其逆'>

-'%-



事实上*

! /

VS_H$&#[F

/

_̂;H

/

_̂N&圆
/

接四边形对角互补'>

" /

_̂NH

/

_BN&圆周角定理'>

#

V$S$_$B共圆&由
!

$

"

得
/

VS_H

/

_BN*再用!圆
/

接四边形对角互补"之
逆'>

$

同理V$S$B$8共圆*即V$S$_$B$8五
点共圆>

%

由
$

得
/

$ H

/

4&即
/

_8BH

/

_SB

'*又有
/

4 H

/

+*因此
/

$ H

/

+&圆周角'>

&

与
!

$

"

$

#

$

$

同理可证D$R$5$̂$C

五点共圆>

'

由
&

得
/

/ H

/

%&即
/

R̂5H

/

Ĉ5

---同为 )

5̂ 弧上的圆周角'*又有
/

" H

/

/&同弧)

B5上的圆周角'*因此
/

" H

/

%>

( %

与
'

相加,

/

$ I

/

" H

/

+ I

/

%*即
/

_85 H

/

_C5>

)

由
(

及圆周角定理之逆知,8$5$_$C共圆>

*

同理可证,8$5$_$6共圆*结合
)

得所要之结论*证毕>

&注'前国家主席江泽民在为1院士科普体系2丛书写序时看到$用机器解几何题% 可
证明$五点共圆%*运用电脑只用4>5秒*即时打电话给身在广州的中科院院士张景中教授*

询问$五点共圆%可否有平面几何证法.上述证法就是张教授关於$五点共圆%的参考解法>

&证法"'&本证法见澳门濠江中学杨万忍老师的证法'

&命题'任意五角星形的五个三角形的外接圆
的五个交点共圆>

&已知'如图*任意五角星形的五个三角形的外
接圆分别交於D$R$S$V$N五点>

&求证'如图" F"所示*D$R$S$V$N五点共圆>

&探究'若能证其中四点共圆*同理&对称地'另
外也有四点共圆*这两个四点集有三个点相同&各有
一个点不同'*则此五点共圆>

连结N$S7N$̂*则
/

RLRDH

/

D̂LDH

/

N̂D>

连结M$S*则
/

RLRSH

/

RLMS>

这样只需证明̂$M$S$N四点共圆&从而有
/

N̂_H

/

RLMSH

/

RLRS*且
/

DNSI

/

DRSH

/

DNSI

/

DRRLI

/

RLRSHDNSI

/

DDL̂I

/

RLMSH

/

DNSI

/

DN̂ I

/

N̂_H$&#[*则D$N$S$R四点共圆'>

-&%-



连结VL$S*则
/

RLMSH

/

SSL\H

/

SVL\>

i $̂VL$S$M四点共圆>

同理&对称地'̂$N$VL$M四点共圆>

即̂$M$S$N四点共圆>

综上所述*命题得证>

&点评' $切入点%---证四点共圆>

$关键点%---角的变
-

>

&证明'连结S$N延长至_7连结N$̂>

h D*DL*RL*R四点共圆*i

/

RLRDH

/

DDL̂>

又hD*DL*N*̂四点共圆*i

/

DDL̂ H

/

DN̂>

则
/

DN̂ H

/

RLRD>

连结S$M7S$VL*

hRL*R*M*S四点共圆*i

/

RLRSH

/

RLMS>

又hRL*M*S*SL四点共圆*i

/

RLRSH

/

SSL\>

而S*VL*V*\四点共圆*i

/

SSL\H

/

SVL\>

则
/

SVL\H

/

M̂S>

i *̂VL*S*M四点共圆>

同理&对称地'̂*N*VL*M四点共圆>

即̂$N$S$M四点共圆>

从而有
/

N̂_H

/

RLMSH

/

RLRS>

又
/

N̂_I

/

DN̂ I

/

DNSH$&#[*i

/

DNSI

/

DRSH$&#[>

i D$N$S$R四点共圆>

同理&对称地'D*V*S*R四点共圆>

i D*R*S*V*N五点共圆>

&证法4'&本证法见澳门濠江中学郑志民老
师的证法'

&命题'任意五角星形的五个"小#三角形的
外接圆"在星形外#的五个交点共圆>

&已知'如图" F4*任意五角星形的五个小
三角形的外接圆分别交於星形外的五个点5*8*

4*O*X>

&求证'5*8*4*O*X五点共圆>

&证明' 连结58*84*4O*OX*X5>又连结
SO*OOL*4LO>

由OL*O*S*XL四点共圆知,

-5%-



/

' H

/

4&

/

NOLOH

/

OSXL'>

再连结NO*

由4L*N*O*OL四点共圆知,

/

& H

/

'&

/

N4LOH

/

NOLO'*

i

/

& H

/

4>

i V*4L*O*S四点共圆>

同理V*8*4L*S四点共圆>

i V*8*O*S四点共圆&此圆为
&

V4LS的外接圆'>

连结V8*8O*则
/

$ I

/

" I

/

4 H$&#[>

连结XXL*55L>

由5*5L*8*V四点共圆及5*5L*XL*X四点共圆知,

/

" H

/

+及
/

+ H

/

%>

i

/

" H

/

%&

/

V85 H

/

5XXL'>

由O*S*X*XL四点共圆知,

/

4 H

/

/&

/

XLSOH

/

XLXO'>

i

/

$ I

/

%

/

I/ H$&#[*

即
/

58OI

/

5XOH$&#[>

i5*8*O*X四点共圆>

同理可证5*4*O*X四点共圆>

i 5*8*4*O*X五点共圆>

&证法+'&本证法见澳门濠江中学刘增荣老师的证法'

&命题'任意五角星形的五个小三角形的外接圆轮
&

相交於星形外的五个点+这五个
点共圆>

为了证明定理*我们需要引用下面两个引理>

&引理$'四条直瞃交成四个三角形*它们的
外接圆共点>

&引理"'设定直瞃上有四点*通过其第一第
二两点*第二第三两点*第三第四两点*第四第一
两点各作一圆*轮

5

相交*则所得的四个第二交
点共圆或共瞃>

以上两个引理分别见於睴绍鸿#初等数学
复习及研究&平面几何'%第$5&$$5%页&人民教
育出版社$5/&年初版'>

&定理的证明' 如图" F+*欲证S

$

*S

"

*S

4

*

-#'-



S

+

*S

/

五点共圆*只须证其中任意四点共圆*下面来证S

$

*S

"

*S

4

*S

+

四点共圆>

记过D

@

的外接圆为
*

@

&@H$*"*4*+*/'>应用引理$到四条直瞃D

"

D

+

*D

"

D

/

*D

$

D

+

*D

4

D

/

交成的四个三角形*知S

+

*R

/

*D

"

*D

+

四点共圆>

同理S

+

*S

$

*D

"

*D

+

四点共圆*记此圆为
*

>

考察共瞃的四点D

"

*R

"

*R

4

*D

+

>因为过D

"

$R

"

的圆
*

"

*过R

"

$R

4

的圆
*

4

*过R

4

$D

+

的圆
*

+

*

以及过D

+

$D

"

的圆
*

$

这四个圆轮
5

相交*由引理"可知*依次得到的四个第二交点S

"

*S

4

*

S

+

*S

$

共圆>

由此可知诸S

@

中任意四点共圆>定理证毕>

&证法/'&本证法见澳门濠江中学郑家秀老师的证法'

&命题'任意一个五角星形的五个三角形的外接圆交於星形外的五点+求证这五点共
圆>

&已知'如图" F/*4OX!A4为任意五角星形*

1

6

$

$

1

6

"

$

1

6

4

$

1

6

+

$

1

6

/

分别为其五
个三角形

&

4D

$

R

$

$

&

!R

$

S

$

$

&

OS

$

V

$

$

&

AV

$

N

$

$

&

XN

$

D

$

的外接圆>除D

$

$R

$

$S

$

$V

$

$N

$

外*

它们依次相交於D$R$S$V$N五点>

&求证'D$R$S$V$N五点共圆>

&思路'循环运用圆
/

接四边形的充要条件,

&$'凸的
/

接四边形*任一外角等於
/

对角7

&"'折&凹'的
/

接四边形*!对角相等"---即同弧上的圆周角相等*?巧用模拟法>

&证明'在
1

6

$

中*D$D

$

$R

$

$R四点共圆*於是
/

$ H

/

">

在
1

6

"

中*R$R

$

$S$!四点共圆*

於是
/

+ H

/

/*且
/

" H

/

4*

i

/

$ H

/

4!!&

$

'

又R$R

$

S

$

$$S四点共圆*

i

/

% H

/

+&圆
/

接四边形的外角等
於

/

对角'>

i

/

% H

/

/>

在
1

6

4

中*连结SV

$

>

hS

$

$S$V

$

$O四点共圆*

i

/

' H

/

%*则
/

' H

/

/*

从而可知!$S$V

$

$X四点共圆>

同理可证V

$

$N$X$!四点共圆>

i !$S$V

$

$N$X五点共圆>

於是又可得!$S$N$X四点共圆*

则
/"

H

/*

&即
/

D

$

XNH

/

!SA'>

在
1

6

/

中*D$D

$

$N$X四点共圆*

-$'-



则
/&

H

/"

&即
/

D

$

DNH

/

D

$

XN'>

i

/&

H

/*

&即
/

D

$

DNH

/

!SA'>!!&

$$

'

由&

$

'$&

$$

'可得
/

$ I

/&

H

/

4 I

/*

>

即
/

RSA H

/

RDN>

i D$R$S$N四点共圆>

类似地可证明D$R$S$V四点共圆>

i D$R$S$V$N五点共圆>

&证法%'8本证法见陈圣德著之#平面几何一题多证%98陈圣德&已故'本文作者的
恩师---原福建师范学院&现福建师范大学'数学的副教授9

&命题'证明密克"5#=2&-#圆定理!延长
五边形DRSVN各边+在外部眐成五个三角
形>诸三角形的外接圆的另外五个交点共
圆>

&证明' 如图" F% 所示*设五边形为
DRSVN*延长各边在外部成五个三角形
&

DRM*

&

RS\*

&

SV_*

&

VNC*

&

DN;*它们
的外接圆的另外五个交点为4$O$X$A$!>先
证其中四点共圆>同理可证另一点在这圆
上>

据上述的密克点定理知*完全四边形
CDRSM\四个三角形

&

DRM$

&

RS\$

&

D\C$

&

SMC的外接圆交於一点O>同样*三角形
&

DN;$

&

NVC$

&

D\C$

&

V\;的外接圆交於一点!>故\$O$D$!$C五点共圆&其中
&

D\C

的三顶点D$\$C配O或!共四点都共圆'>

i

/

O\SI

/

O!A I

/

A!C H

/

O\SI

/

O!C H

/

O\C I

/

O!C H"X+

/

&圆
/

接四
边形的对角互补'>

又
/

O\SH

/

OXS*

/

A!C H

/

AVC H

/

SXA*

则
/

OXSI

/

SXA I

/

O!A H

/

O\C I

/

A!C I

/

O!A H

/

O\C I

/

O!C H"X+

/

*

iOXA I

/

O!A H"X+

/

>iO$X$A$!共圆>

同理可证4$O$X$!也共圆>这两个圆有三个公共点O$X$!>故五点4$O$X$A$!共圆>

&证法''&本题出处见&证法%'的说明'

&命题'证明密克"5#=2&-#圆定理!延长五边形DRSVN各边+在外部眐成五个三角形>

诸三角形的外接圆的另外五个交点共圆>

&证明'如图" F'所示*根据上述的完全四边形$密克点定理%*可知
&

DR;*

&

RSM和

-"'-



&

;BS的外接圆共点於C*故B$;$C$S共圆>

同样可知三个三角形
&

VS\$

&

VNB$

&

;BS的外接圆共点5>

故;$S$5$B共圆>

连结_D*B5?延长相交於8*

则
/

B;C H

/

85C>

又
/

D_C H

/

D;C H

/

B;C*

i

/

D_C H

/

85C>

i_$C$8$5共圆>

又N$5$_在
&

DB8&或延长瞃上'的各边
上*

故
&

_DN$

&

NB5$

&

_58三外接圆共点
A&见二&二'中8证法49之8注9'>

因此*从_$C$8$5共圆*得_$C$5$A共圆>同样_$C$5$O共圆>

故五点_$C$5$O$A共圆>

&证法&'&本题出处见8证法%9的说明'

&命题'证明密克"5#=2&-#圆定理!延长五边形DRSVN各边+在外部眐成五个三角形>

诸三角形的外接圆的另外五个交点共圆>

&证明'如图" F&所示*设延长五边形DRSVN各边在外部成五个三角形DR;$RSM$

SV\$VN_$NDC>诸三角表的外接圆再交於五点DL$RL$SL$VL$NL>今要证明这五点共圆*先
证明其中四点共圆>同理可证另一点在这圆上>

作
&

;S_的外接圆*则其必通过VL>理由如下,

因N$_$VL$V共圆*故
/

N_VLH

/

\VVL>!&$'

因\$S$V$VL共圆*故
/

\VVLH

/

\SVL>

从而结合&$'*可得
/

N_VLH

/

\SVL>

则四边形;_VLS

/

接於一个圆>

同样圆;S_通过RL>

再证明DL$RL$VL$NL共圆>

因N$NL$_$VL共圆*故
/

NNLVLH

/

N_VL> &"'

但上面已证;$_$VL$S$RL共圆*则
/

;_VLH

/

VLRL5*5为;RL延瞃上的点>

从&"'可得
/

NNLVLH

/

VLRL5> &4'

又D$NL$C$DL共圆*

-4'-



故
/

DLNLNH

/

DLD;HDLRL;> &+'

从&4'$&+'可得
/

DLNLVLIDLRLVLH"X+

/

>

iDL$RL$VL$NL共圆>同样DL$RL$SL$NL也共圆>

i五点DL$RL$SL$VL$NL共圆>

&注'这五点所共的圆称为$五边形的密克圆%>

&证法5'&本题证法选自沈康身所著之1数学的魅力"一#2'

&定理'五边形五条边延长+两两相交形成
五个三角形>它们的外接圆两两相交>除了顶
点以外有五个交点+此五点共圆"此圆称为$密
克圆%#>

&证明' 如图" F5*注意到在四边形ACMS

中*

/

_SA H

/

_VA H

/

ACN&即
/

ACM'&圆
/

接四边形中外角等於
/

对角'*这道致延长五边
形各边後的四点M$S$A$C共圆>而由於上述同
一理由*在四边形边OSCM中*也有

/

CMO&即
/

DMO'H

/

OR\H

/

OS\*

这说明O点也在圆ACMS上>於是M$O$A$

C四点共圆>这又道致
/

MOA I

/

MCA H$&#[>

再注意到
/

MO4I

/

4OA H

/

MOA*

而
/

N!4H

/

4DM&圆
/

接四边形中*外角等於
/

对角'

H

/

MO4&同圆中同弧上所对的圆周角相等'>

又
/

N!A H

/

NCA H

/

MCA&同圆中同弧上所对的圆周角相等'>

再比较四边形4OA!和MOAC>後者有一组
/

对角>

即
/

MO4I

/

4OA I

/

MCA H$&#[*之和
/

MOA I

/

MCA H$&#[*

已证其中
/

MO4H

/

N!4*

/

MCA H

/

N!A>

则有
/

4!A I

/

4OA H

/

N!4I

/

N!A I

/

4OA H$&#[*

而
/

4!A$

/

4OA是前者一组
/

对角*因此四边形4OA!

/

接於一个圆>

同理可证四边形4OXA也
/

接於一个圆>由於两圆有三点4$O$A是相同点*故而4$O$

X$A$!五点共圆>

$

沈康身在他的巨著1数学的魅力"一#2 中指出*已有多种推道方法证明这一命题>

上述的&证法5'和下述的&证法$#'所提供了两种证法>&证法5'的特点是!视野"宽广>

证题视点时而局外一隅*时而跨越数圆>推道思路一波三折*合後又分*分後又合>诚是锻
炼思维的几何题解题典型>它所依据的理论

3

很简单,一再引用$同圆
%

同弧所对圆周角
相等%+$圆

%

接四边形的外角等於
%

对角% 及其逆定理以及$圆
%

接四边形一组
%

对角和
是$&#[%及其逆定理而已>该证明直接就事论事*证明就成为$著名难题%*直到"##$年#数
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学通报%还在发表专题文章探讨$密克圆%的证明>&证法5'是前国家主席江泽民视察澳门
濠江中学提出$五点共圆%几何题後*我国学者对命题推道的研究成果&但&证法5'?未提
及$密克点%及$密克点定理%'>

&证法$#'如图" F$#*这有两个完全四边形CDRSM\和\DNV;C>

在完全四边形CDRSM\中*

&

DRM$

&

RS\$

&

D\C的三个外接圆共点&$密克点二%'於O>也就
是说\$O$D$C四点共圆>

在完全四边形\DNV;C中
&

DN;$

&

VNC$

&

D\C

三个外接圆共点於!>这又说明D$\$C$!四点>

综合而说*\$O$D$!$C共圆*则O$\$C$!四点共
圆*那

*/

O\SI

/

O!A I

/

A!C H

/

O\SI

/

O!C

H$&#[*其中
/

O\SH

/

OXS*

/

A!C H

/

AVC H

/

AXS>於是
/

OXSI

/

AXSI

/

O!A H$&#[*这说
明O$X$A$!共圆>同理可证4$O$X$A共圆>两圆中
有三点相同*则证得4$O$X$A$!五点共圆>

$

&注'此证法从共点圆定理出发论证共圆点问题>过程简明可爱*说理也周到>&此
证法见沈康身所著之1数学的魅力"一#2'>

&证法$$'&本证法见沈康身所著之1数学的魅力"二#2*作者引用密克原著#几何定
理%&法文'之文献'

&定理'取任一五边形DRSVN&图" F$$&$''*延
长各边*两两分别交於B$_$;$M$\*五个三角形
&

BDR$

&

_RS$4各自外接圆相邻二圆交点4$O$5$

8$X五点共圆>

&证明'如图" F$$&$'所示*命题要求点8$O在
过点4$5$X的圆上>我们来证8在圆45X上>为达到
要求*我们先作

&

BSM的外接圆>考虑两个完全四边
形MDRSB_$BSVN;M*就可以从密克点二定理判断,点
4$5在圆BSM上>

注意到三圆45M$45X$4DX共点於4*而直瞃
BDM所经三点,B是圆45M$4DX的交点*D是直瞃与圆4DX的交点*M是直瞃与圆45M的交
点>连DX$M5*则从&定理$'之&推论$'获知两直瞃交点C在圆45X上>

最後道致点X$5$N分别在
&

DCM三边上*那
*

又从&定理$'之&推论"'获知三圆
DXN$CX5$M5N三圆共点&於8'>这就是说*圆45X经过两圆\DN$MNV的交点8>

我们可以用同样的步骤证明圆45X经过O>这便证明了4$O$5$8$X五点共圆>

-/'-



&译盰'在推道过程中密氏从&定理"'$&定理$'$&推论$'$&推论"'简练地证明了命
题>

上面提及的&定理$'及&定理"'之&推论$'和&推论"'是指下述的定理和推论,

&定理$'在三角形三边上各取一点*那
*

顶点与两相邻上所取的点*三点所成的三角
形分别作外接圆*三圆共点*此点称为密克&D>5#12&-'点一>

&定理"'完全四边形中四个三角形的外接圆四圆共点>此点称为密克&D>5#12&-'点二>

密克点定理的推论
"共圆点#

&推论$'在密克点二定理中完全四边形四个三角形外接圆圆心四点共圆>

&证明' 在图" F$$&"'中*已知完全四边形
DRSVN;四个三角形

&

SV;$

&

DVN$

&

DR;$

&

RSN的外接圆圆心依次记为6

$

$6

"

$6

4

$6

+

*我
们将证明这四个点共圆>

我们知道*N4是
1

6

"

与
1

6

+

的公共弦*因此
有N4

0

6

"

6

+

*同理也有4V

0

6

$

6

"

&因为4V是
1

6

"

与
1

6

$

的公共弦>

则
/

6

+

6

"

6

$

I

/

N4VH$&#[&两组对边分别
互相垂直的两个角互补'>

又h

/

DI

/

N4VH$&#[&

1

6

"

的
/

接四边形DN4V的对角互补'>

i

/

6

+

6

"

6

$

H

/

D&等量代
-

'>

类似的*;4$4R分别是
1

6

$

与
1

6

4

及
1

6

4

与
1

6

+

的公共弦*因此有6

$

6

4

0

;4*6

4

6

+

0

4R>

则
/

6

+

6

4

6

$

I

/

R4;H$&#[&两组对边分别互相垂直的两个角互补'>

又h

/

DI

/

R4;H$&#[&

1

6

$

的
/

接四边形DR4;的对角互补'>

i

/

6

+

6

4

6

$

H

/

D&等量代
-

'>

故
/

6

+

6

4

6

$

H

/

6

+

6

"

6

$

&等量代
-

'>

於是6

+

$6

4

$6

"

$6

$

四点共圆&$定理!同圆中同弧上的圆周角相等%之逆定理'>

"共点圆#

&推论"'在本小节共圆点推论&图" F$$&"''中*圆SV;$DNV$DR;$RNS四圆共点*四
圆圆心四点共圆*而且此圆&6

$

6

"

6

4

6

+

---它经过4点'与前四圆五圆共点>这是我们所
知的孤例>

&证明'在图" F$$&"'中*圆RNS$SV;交於S$4*由於6

$

6

+

0

S4*故连瞃6

$

6

+

等分

)

S4*於是我们有
/

SN4H

/

6

$

6

+

4>且
/

SV4H

/

6

+

6

$

4*则
/

6

+

46

$

H

/

N4VH$&#[F

/

DH$&#[F

/

6

+

6

"

6

$

*从而四边形6

+

46

$

6

"

/

接於圆6

$

6

"

6

+

*说明4在圆6

$

6

4

6

"

6

+

上*

由推论$的结论知*6

$

*6

"

*6

4

*6

+

四点共圆>道致五圆共点於4*命题得证>
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&注'8定理$9$8定理"9$8推论$9$8推论"9分别见於沈康身所著之#数学的魅力
&一'%之4$+"&例+'$4$+4

$

$>"四圆共点之例及4$%4

$

4>'密克点定理的推论&包括共圆
点的推论和共点圆的推论'>

&证法$"'&本证法选自日本#几何学辞典---问题解法%'

&定理'延长五边形DRSVN的各边*在其外部得出五个三角形;DR$MRS$\SV$_VN$

CND*则这五个三角形的外接圆的五个交点DL$RL$SL$VL$NL在同一圆周上&密克"D>

5#12&-#圆定理'>

&证明'如图" F$"所示*首先证明
&

;S_的外接圆经过RL$VL>

事实上*h N$_$VL$V共圆*

i

/

N_VLH

/

\VVL>---

!

但是\$S$V$VL是共圆的*若连结SVL*则
/

\VVLH

/

\SVL>---

"

由
!

$

"

得*

/

N_VLH

/

\SVL>

因此四边形;_VLS是圆
/

接四边形>

故
&

;S_的外接圆经过VL>

同理
&

;S_的外接圆也经过点RL>

则;$RL$S$VL$_五点共圆>

其次*证DL$RL$VL$NL共圆>

事实上*因N$NL$_$VL共圆*所以
/

NNLVLH

/

N_VL>---

#

但是由於上面证明了;$RL$S$VL$_共圆*所以若连接VLRL*则可知
/

;_VLH

/

VLRL5>---

$

由
#

$

$

得*

/

NNLVLH

/

VLRL5>---

%

又因D$NL$C$共圆及DL$D$N$C四点也共圆*所以
/

DLNLNH

/

DCNH

/

DLD;H

/

DLRL;>---

&

由
%

$

&

*得
/

DLNLVLI

/

DLRLVLH

/

DNLNI

/

NNLVI

/

DLRLV

H

/

DLRL;I

/

VLRL5I

/

DLRLVLH"

/

X*

因此DL$RL$VL$NL共圆>

同理DL$RL$SL$NL也共圆>

故DL$RL$SL$VL$NL五个点共圆>

&证法$4'&本证法选自日本#几何学辞典---问题解法%'

&预备定理'将五边形DRSVN的各边长相交*得到星形的顶点如图" F$4中的;$M$\$
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B$̂*设
&

DR;与
&

DN̂外接圆的交点为_*

&

DR;与
&

MRS外接圆的交点为C*

&

NVB与
&

SV\外接圆的交点为5*_D的延长瞃与B5的延长瞃之交点为8*则_$C$8$5共圆>

&证明'如图" F$4在完全四边形DBSR;M中*

&

DR;$

&

RSM$

&

;BS的外接圆相交於一
点C&密克点定理'>

因为
&

DR;$

&

RSM的外接圆相交於C*则
B$;$C$S共圆>

同理*在完全四边形N;SVB\中*因
&

SV\$

&

VNB$

&

;BS的外接圆相交於一点5*

&

VNB与
&

VS\的外接圆相交於5*则;$S$5$

B共圆&因为过公共三点;$S$B的圆*所以两个
圆是同一个圆'>

故B$;$C$S$5五点共圆>

i

/

B;C H$&#[F

/

C5BH

/

85C>!

!

但是
/

B;C H

/

D_C H

/

8_C>

"

根据
!

$

"

得
/

8_C H

/

85C**

所以_$C$8$5共圆>

&定理'把五边形DRSVN的各边延长作出五个三角形*则这五个三角形的外接圆的五
个新交点是在同一圆周上&密克圆定理'>

&证明'由预备定理的证明知*由图" F$+可
看出>显然_$C$8$5共圆>又因N$5$_$在
&

DB8的各边&或其延长瞃'上*因此
&

_DN$

&

NB5$

&

_58的三个外接圆相交於一点>由於
圆_DN与圆NB5的交点是A>故知

&

_58的外接
圆过点A>又因_$C$8$5共圆*所以_$C$5$A也
共圆>

同理_$C$5$O共圆>

由此_$C$O$5$A也共圆>

&证法$+'&本证法选自沈文选先生编著的#平面几何证明方法全书%及#平面几何证
明方法全书习题解答%'

&定理' 五边形;M\B̂的边延长後得五角星DRSVN*每个!角"&三角形'的外接圆相
交*除;*M*\*B*̂外又有五个交点;L*ML*\L*BL*̂L>证明,这五点共圆>

&证明' 如图" F$/所示*由
/

S;MLH

/

SMMLH

/

MLD\&圆周上同弧上的圆周相
等'&圆

/

接四边形的外角等於
/

对角'可知*

D*R*;*ML共圆>&!圆
/

接四边形的外角等於
/

对角"之逆定理'>

-&'-



同理D*R*̂L*;共圆*故D*R*̂L*;*ML五点共圆>

从而D*R*̂L*ML四点共圆>

从而有
/

\LML̂I

/

\LBL̂LH

/

\LML̂LI

/

BBL\LI

/

BBL̂LH

/

\LML̂LI

/

D\\LI

/

BBL̂LH

/

\LML̂LI

/

DML\LI

/

L̂RDH$&#[&因为D*R*̂L*ML四点已被证
明共圆'>

则ML*\L*BL*̂L共圆&!圆
/

接四边形对角互补"

之逆定理'>

同理\L*BL*̂L*;L共圆>

从而知*;L*ML*\L*BL*̂L五点共圆*故本定理得
证>

&注'本证法中使用的共圆定理以及图" F$+的插图均为本文作者所补充>

&证法$/'8本证法选自上海科学技术出版社$5%+年出版的1初等几何教程上
'

2*原版
问世於$5世纪末*以後迭经改版*迄今始终为初等几何的重要文献>作者为法国丁>阿达
玛*译者为朱德祥>译者译自法国数学家&̂>\'/':'%/'著之初等几何卷一第十一版&$54$

年'?参考了俄译本第三版&$5+&年版译出'9&本证法的具体证法表述经#!密克圆"4巡
礼%一文的作者作了修正和改动'

&命题'已知任一五边形*每连续三边&或其延长瞃'所成的三角形作一外接圆周>证
明每一圆周与其下一圆周相交总共得到的五点&五边形的顶点不计在

/

'*在同一圆周上>

&证明'以D*R*S*V*N&见图" F$%'表示已知五边形的顶点*直瞃ND和SR的交点为
_*直瞃DR和VS的交点为C*RS和NV

的交点为5*SV和DN的交点为8*VN

和RD的交点为47圆周ND4和DR_的
第二个交点记为DL*圆周DR_和RSC

的第二个交点记为RL*圆周RSC 和
SV5的第二个交点记为SL*圆周SV5

和VN8的第二个交点记为VL*圆周
VN8和ND4的第二个交点记为NL>

要证明五点DL*RL*SL*VL*NL在同
一圆周上*只要证明其中四点*例如
RL*SL*VL*NL在同一圆周上>因为这
个推理也适用於四点DL*RL*SL*VL*於
是可以断定所有五点&即DL*RL*SL*VL*NL'在同一圆周上>

具体证明如下,

首先连接SSL*VVL*SLVL*RLSL*RLC和NL8*再连接NRL?延长至O点>
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根据密克点定理*可知完全四边形8SRDC_中
&

DR_*

&

RSC*

&

8DC及
&

8S_的对应
外接圆DR_*RSC*8DC及8S_合计四圆共点於RL>

因此*8$NL$D$RL$C共圆*而四边形8NLRLC是这个圆的
/

接四边形>

根据$圆
%

接四边形的外角等於
%

对角%及$圆周上同弧上的圆周角相等% 等性质*可
知

/

V8NLH

/

VVLNL&同弧 )

NLV上的圆周角相等'*

且
/

ORLC H

/

NL8C&圆
/

接四边形的外角等於
/

对角'*

而
/

NL8C H

/

V8NL&同一个角的不同表示法'*

i

/

VVLNLH

/

ORLC&等量代换'*

又
/

SLRLC H

/

SLSC&同弧 )

SLC上的圆周角相等'*

而
/

SLSC H

/

SLVLV&圆
/

接四边形的外角等於
/

对角'*

i

/

SLRLC H

/

SLVLV&等量代
-

'*

故
/

SLRLC I

/

ORLC H

/

SLVLVI

/

VVLNL&等量相加*和相等'>

即
/

SLRLOH

/

SLVLNL*

iRL$SL$VL$NL四点共圆&圆
/

接四边形性质定理的逆定理'>

同理可证*DL$RL$SL$VL四点也共圆*而这个圆也即上述的RL$SL$VL$NL所共的圆*从而
知道*DL*RL*SL*VL*NL共圆>

&证法$%'&此证法选自首都师范大学数学周春荔的论文1从$密克图问题% 的证明
谈起2'

&定理' 将任意凸五边形DRSVN的边延长*交成五角星形;M\_C>作
&

DR;*

&

RSM*

&

SV\*

&

VN_*

&

NDC的外接圆>诸圆两两相交的第二个交点记为DL*RL*SL*VL*NL>求证,

DL*RL*SL*VL*NL共圆&如下图" F$%所示'>

&分析'如图" F$'所示*这是一道有一定
难度的几何题>我们首先给出证题思路的探
索过程>

要证DL*RL*SL*VL*NL共圆*我们可先证
VL*NL*DL*RL共圆*再证NL*DL*RL*SL共圆>这
只要证明VL*SL都在不共瞃的三点NL*DL*RL

所确定的圆上*就可得到DL*RL*SL*VL*NL共
圆>

要证VL*NL*DL*RL共圆>只需证
/

DLNLVL

I

/

DLRLVH$&#[即可>

连结NNL*DDL*DLNL*;RL*_VL*NLVL*VVL*

RLVL>
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显见
/

NNLDLH

/

DLD;H

/

;RLDL&圆
/

接四边形的外角等於
/

对角'&圆周中同弧
)

DL;上的圆周角相等'>

/

NNLVLH

/

N_VLH

/

;_VL&圆周上同弧 )

NVL上的圆周角相等'&;*N*_共瞃'>

所以只需证
/

;RLVLI

/

;_VLH$&#[即可*也就是说*只需证;*RL*VL*_四点共圆即
可>

从图中容易发现,

/

\SVLH

/

\VVLH

/

VL_N&_$N$;共瞃'H

/

VL_;&圆周上同弧 )

\VL上的圆周角相
等'&圆

/

接四边形外角等於
/

对角'>

所以;*_*VL*S共圆>

也就是VL在;*_*S三点确定的圆上>

我们只需证*RL也在
1

&;_S'上即可*而这只需证
/

_;RLH

/

RLSM就可以了>

我们注意到*因为
/

_;RLH

/

D;RL&;$N$_共瞃'H

/

RLRMH

/

RLSM&圆
/

接四边
形的外角等於

/

对角'&圆周上同弧上的圆周相等'>

所以
/

_;RLH

/

RLSM显然成立&则RL*S*_*;四点共圆*也即RL在
&

;_S的外接圆
上'>

至此*思路已经沟通*不难写出VL*NL*DL*RL四点共圆的证明>同理可证SL*NL*DL*RL

四点共圆>因此可得DL*RL*SL*VL*NL五点共圆>

因此*大家只要略为加工整理*就不难写出这道几何题的综合证明>

江主席给中学老师出的这个问题*是平面几何中的一个重要命题&密克"5#12&-# 圆定
理+$54&'"$延长五边形DRSVN各边在外部成五个三角形+这五个三角形的外接圆的另五
个交点共圆%#>

五边形的密克圆问题是一道富有挑战性的问题>五角星形是任意的+但五个三角形的
外接圆的交点中+?於五边形顶点的第二个交点+

(

有一定的秩序性,,,这五点共圆>这
是一道多

*

诱人$富有深刻哲理的问题呀:

为了解
(

这个问题*只需掌握圆
%

接四边形的性质定理和四点共圆的判定定理>按照
探索法倒推分析*寻求解题思路*达到化繁为简$从简驭繁的目的>探索法教的是分析与综
合的程式*$供那些学过普通几何原理+渴望获得求解数学问题能力的人之用%>我们在上
面已写出了五边形密克圆问题的分析思路*目的就在於通过本题领悟探索法的分析程式>

这正是几何学的素质教育功能>$学习几何能锻炼一个人的思维% 是对几何学教育价值的
深刻揭示>值得我们在研制中学数学课程标准时认真思考与落实>

问题是数学的心脏*学数学就要解答一定数量的数学题>其中当然包括一些具有某种
挑战性或有深刻背景的习题>解数学题的过程*是锻炼一个人提出问题$分析和解

(

问题能
力的过程*是培养一个人锲而不的钻研精神与实事求是的科学品质的过程>$解答数学
题+最重要的是培养一个人的钻研精神%,,,江主席准确地指出了解答数学题在中小学阶
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段的教育意义>

&证法$''&本证法选自上海#数学题解辞典---平面几何%'

&已知'任意五角星形DRSVN;M\B̂中*

&

D̂R$

&

RSV$

&

VN;$

&

;M\和
&

\B̂各自的
外接圆顺次相交的交点分别为4$O$X$A$!>

&求证'这五个交点共圆>

&分析'如图" F$&所示*根据密克点定理可知*圆RSV$圆VN;$圆RNB$圆S;B共点*

这样便可设法证明4$O$X$A四点及O$X$A$!四点分别共圆而得证>

&证明'连OX$XA$A!$!O及;X$\A*由密克点定理知*圆RSV与圆VN;$圆RNB交於点
O*圆RD̂与圆̂B\$圆RBN交於点!*即R$O$N$B$!五
点共圆&也即圆RNB'>

於是四边形ONB!

/

接於圆RNB*

i

/

ONBI

/

O!BH$&#[>

h

/

ONBH

/

$*

/

O!BH

/

O!A I

/

A!BH

/

O!A I

/

A\BH

/

O!A I

/

4 H

/

O!A I

/

">

i

/

$ I

/

" I

/

O!A H$&#[>

则O$X$A$!四点共圆>

同理可证4$O$X$A四点共圆>

故O$X$A$!$4五点共圆>

三*$五点共圆%传盛事+$老树开花%展新姿
前国家主席江泽民*"###年参加澳门回归祖国一盷年庆展期间视察澳门濠江中学时*

4

出$五点共圆%数学题考考濠江中学的师生*一时成为盛事>

濠江中学除四位数学老师从不同角度作出解答外*许多师生也都披?上阵*深入研究>

不少师生&特别是清华大学的毕业生*我校年青的数学教师*

&

林匹克选手马俊彬'都发
现*在$五点共圆% 的问题中*除$五点共圆%&$密克圆%'外*尚有许多$共点圆%$$共圆
点%$$共点瞃%和$共瞃点%7以及平行瞃*等弧和等弦>

科普作家沈康身教授在他的巨著1数学的魅力2也指出$五点共圆%这个命题还有一系
列有趣的问题>

"一#$五点共圆%命题的相关推论
"

+

# 共点圆
由图4 F$所示*在完全四边形DRSVN;中*四个三角形$$和所对应的四个外接圆共点

&$密克点%'>
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而在$五点共圆%的命题中*如图4 F"所示*对於$五边形DRSVN%所对应的$五星形%

中有五个顶点*分别为_$C$;$M$\*从五个顶点出发*有五个完全四边形*它们的四个三角
形所对应的四个外接圆都共点&也即五个$密克点%'>

因此$五点共圆%命题中有五组的!四圆共点">

"

,

# 共点瞃
&推论$' 在任意

/

接於圆的歪斜的不规则五角星形外侧$五个!角"的外接圆两两相
交*相邻两圆交点连瞃*五瞃共点>图4 F4&$'中4D$OR$XS$AV$!N共点於6>

&推论"' 在图4 F4&$'和&"'中还有两组三瞃共点*每组含五个&三瞃'共点*它们是
D4$\X$CA7RO$_A$;!7SX$C!$M47VA$;4$\O7N!$MO$_X7依次共点於̀$Z$K$Y$]>又
4_$!V$OS7OC$4N$XV7X;$OD$AN7AM$XR$!D7!\$AS$4R依次共点於B$̂$5$8$?>
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"

-

# 共瞃点
至於$五点共圆% 命题中的共瞃点更是浅现可见

---$五星形%中的五条直瞃中各有四个点共瞃*因此
有五组共瞃点>

"

.

# 共圆点
&推论$' 在上述共点瞃推论"中两组五个共圆点

$̀Z$K$Y$]和B$̂$5$8$?都在!密克圆"上>这就是
说*连同4$O$X$A$!*十五点共圆>

&推论"' 在密克圆定理中还有五组共圆点>图4

F" 中为A$!$4$M$\7!$4$O$\$_74$O$X$_$C7O$X$

A$C$;7X$A$!$;$M五圆>图4 F+为欧洲出版物中相应
的插图>

"二#$五点共圆%命题的拓广
"##%年$"月5日至$$日国家数学教育高级研修班!数学教师教育&澳门会议'"在澳门

濠江中学鱶仔分校举行>以数学教育专家张奠宙教授为首的国
/

顶尖的许多数学教育专家
参加了是次会议*?作了许多重要的论文报告>

会议期间北京师大的教授张英伯女士认真地听取了濠江中学的校长和时任教务主任
郑志民&$五点共圆%的解答者之一'关於前国家主席江泽民在濠江中学向濠江中学的师生
提出$五点共圆%的数学问题後*陷入沉思和联想*深感$五点共圆%问题可以加以拓广---

把五边形的各边延长後得出的$五星形% 所对应的五个三角形的外接圆共点的问题*拓广
为---$把,边形的各边延长後得出的3,星形4% 所对应的,个三角形的外接圆共点问题>

张英伯教授还兴致勃勃地在小组会议中作出$五点共圆% 命题拓广的思路讲座*一时
成为佳话:

张英伯教授回京後还带领她的研究团队对$五点共圆%命题如何推广到,维作了研究7

?以$五点共圆问题与'81::,%-链定理%在宁波教育学院召开的教育部数学教育高级研修班
&宁波会议'&"##'年+月$4 ,$'日'发表了演讲把$五点共圆%的几何问题用代数的方法
&矩阵$行列式和对称多项式'巧妙地推广到任意正整数8推广的思路和做法来自於=H<JJD@I

关於密克点定理&DA 6<BM:Hl>'*以及英国数学会R16D@H:O$5## 年在美国数学会
&E@7A>7=8<DA'上的一篇文章$,/$;)<)8%1'9),%/)$%*,:$;)=8&1)/481/)%91

张教授回京後*以1五点共圆与'81::,%-链定理2&张英伯$叶彩娟'为题发表重要论文
於北京#数学通报%&"##'年第5期'和华东师范大学#数学教学%&"##'年第5期'1

张教授在文中还特别提到,

濠江中学的四位数学老师各自独立地解答了江主席提出的$五点共圆% 问题1我很敬
佩濠江中学这些老师+他们不愧为优秀的数学教师+他们数学功底可见一斑1其中刘增荣老
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师的解答+与我们即将给出的证明思路相同1

上述所推广出的结论轰动了中国的数学界*也震动了澳门的教育界1

进而又有中国科学院院士张景中教授指出的*交由张宇*李涛和彭翕成三人以#=H<JJD@I

链定理简单的几何证明%为题发表论文把$五点共圆%问题推广到A维"任意正整数#&见北
京#数学通报%"#$4年第4期'1这个推广采用几何的方法+表达简单*易懂1

参考文献,

)$* !法国"丁1阿达玛!Z1e7I7;7@I"著,$初等几何教程上
#

!平面几何"%!$54$年第
三版"!朱德祥根据俄泽本$5+&年第三版翻译"+上海科学技术出版社$5%+年版1

)"* !日本"

$

部贞市郎编!高清仁等译",$几何学解题辞典###问题解法%+上海教
育出版社出版$5&+年版1

)4*陈圣德著,$平面几何一题多证%+福建人民教育出版社$5&/年版1

)+*章景翰等编著,$数学题解辞典!平面几何"%+上海辞书出版社$554年版1

)/*澳门濠江中学编写的专刊,$江泽民主席视察澳门濠江中学纪念特刊%+澳门濠江
中学"##$年$月版1

)%*周春勤论文,$从密克圆的证明谈起%+北京$数学通报%"##$年第%期1

)'*郑志民论文,$江泽民主席濠江中学出几何题亲历记%+华东师范大学$数学教育%

编辑部出版"##+年第%期1

)&*沈康身著,$数学的魅力%!一"+上海辞书出版社"##+年版1

)5*沈文选&叶中豪&田延
%

著,$平面几何证明方法全书%+哈尔滨工业大学出版社
"##/年5月版1

)$#*沈文选编著,$平面几何证明方法全书习题解答%+哈尔滨工业大学出版社"##/年
$#月版1

)$$*沈康身著,$数学的魅力%!二"+上海辞书出版社"##%年版1

)$"*张英伯&叶彩娟论文,$五点共圆问题与=H<JJD@I链定理%+北京$数学通报%"##'年
第"期1

)$4*张宇&李涛&彭翕成论文,$=H<JJD@I链定理简单的几何证明%!方法由张景中教授提
出"+$数学通报%"#$4年第4期1

5注$6关於$五点共圆%问题+自$5世纪4#年代至"#世纪的今天!时间跨度为'#多
年"+中外学者都有重要的研究和不同的解答方法!)法国*丁1阿达玛著的$初等几何教程%

上
#

的第十一版是$54$年所出版的+该著作提到$五点共圆% 问题"!另有一说是$密克
"6<BM:H#圆%出现於$54&年"3"##'年及"#$4年又出现了用$代数的方法% 和$几何的方
法%+把$五点共圆%的问题推广到A维!A为正整数"的情癋1

本文所呈现的$'种证法+无论在解题的切入点+解题方法!包分析法+综合法或分析与
综合相结合的方法"和所引用的定理都有很大的不同3但是它们都运用了圆

"

接四边形的
-/&-



性质+包括$圆
%

接四边形的外角等於
%

对角% 及其逆定理+$圆周中同弧上的圆周角相
等%+$圆

%

接四边形对角互补% 及其逆定理.也运用了角的分解和合成+促使了$五点共
圆%1这些证法当中要

&

是先证四点共圆+再证和上一圆有三个公共点的另外四点共圆+从
而证得五点共圆+或者引用$密克点%定理+使证明步骤简化1

5注"6 本文是作者为了那些对$五点共圆%有兴趣和具研究能力的师生所提供的参考
资料3也可以作为$

)

林匹克选手%培训活动的参考资料1

5注46本文中的$'种证法中除已盰明外+经作者对各种证法的文字表述或论证表达的
顺序所作的修改+文中不再加以说明1
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"#$'$希望杯%全国数学邀请赛"中学第二十八
*

#

报名人数统计表

学校名称 初一 初二 初三 高一 高二 合计
澳门大学附属应用学校 "% "% "+ 4+ 4& $+&

培华中学 / $# $# / / 4/

圣保
6

学校 4# 4# 4# 4# 4# $/#

7

华中学 "+ "+ "+ "+ "+ $"#

菜农子弟学校 %# %# +# +# +# "+#

鱶仔坊
8

学校&中学部' "# 4" $% $% $% $##

镜平学校
$

+# /# /# +# +# ""#

培正中学 /& /" "$ $4% $%$ +"&

澳门坊
8

学校 "# "# "# "# "# $##

陈瑞祺永援中学 $' $+ 5 $5 & %'

培道中学 4# 4# 4# 4# 4# $/#

圣公会&澳门'蔡高中学 "# "# "# # # %#

教业中学 $/ $/ $# $/ $# %/

濠江中学 4% +# ++ %+ %+ "+&

同善堂中学 "# "# "# "# "# $##

劳工子弟学校 %# %# %# %# %# 4##

高美士中葡中学 $4 % $$ $4 $# /4

浸信中学 "# "# "# "# "# $##

广大中学 & + $& # # 4#

新华学校 / 4 4 " " $/

濠江中学附属英才学校 4% "+ "+ # # &+

东南学校&中学部' $" % $/ $/ "$ %5

郑观应公立学校 # + # # # +

利玛窦中学 " " " " # &

慈幼中学 # $ " # # 4

圣罗撒女子中学中文部 4 # " 4 + $"

合计 /&# /'4 /"/ %#& %"4 "5#5
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"#$'$希望杯%全国数学邀请赛"小学第十五
*

#

报名人数统计表

学校名称 小四 小五 小六 合计
濠江中学附属英才学校 %# +/ +/ $/#

培道中学&小学部' $% $% $% +&

培道中学鱶仔小学分校 $% $% $" ++

教业中学分校 "# "# "/ %/

菜农子弟学校 &# %+ +& $5"

鱶仔坊
8

学校 $" $% $" +#

镜平学校&小学部' +# +# +# $"#

培正中学&小学部' '% &' &5 "/"

圣若瑟教区中学第五校 4" 4" 4" 5%

澳门坊
8

学校&小学部' $% $% $% +&

陈瑞祺永援中学 $/ $/ # 4#

慈幼中学 $" $" $" 4%

濠江中学附属小学 $4" 5/ $#$ 4"&

同善堂中学&小学部' +# "# 4# 5#

劳工子弟学校&小学部' +# +# +# $"#

澳门浸信中学&小学部' $# $$ 5 4#

澳门大学附属应用学校 $" 5 & "5

培华中学附小 $# $# $# 4#

郑观应公立学校 " " 4 '

妇联学校 + + + $"

圣公会&澳门'蔡高中学 "# "# # +#

东南学校 # / % $$

新华学校&小学部' + 4 + $$

合计 %%5 /5& /%" $&"5
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澳门数学教育研究学会
联络地址,澳门殷皇子大马路$$号群发花园第一座$+楼0

电话,&/4 ,"&5%/"/4*&/4 ,%%&'&//4 传真,&/4 ,"&'&&"/5

K,;7<H,;7=7M;789mO79DD1=D;19\ *<A[;7=7MmO79DD1=D;19\

.:U><8:,988P,kk[[[1;789>;D1=D;k

会务活动纪录

!""!年
%月$'日 在鱶仔海岛公证署办理本会注

9

手续1

!""#年
%月'日 举办!中国数学教学的双基原理

2

"##"年数学教育高级研讨班"

22

会议精神传达报告会1

$"月$4$$+日举行中小学!数学开放题教学"专题研讨会及示范课1

$"月 #澳门数学教育%创刊号出版1

!""$年
+月$'日 举办!X6V?7U和动态数学教学"讲座1

5月4#日 赴杭州拜访教育研究中心*访问海宁市崇文实验学校及杭州市南宛
小学1

$#月5$$#日 举行!数学情景与提出问题教学"专题研讨会及示范课1

!""%年
4月"+ ,"&日赴贵阳$兴义市参观和交流*访问兴义八中和延安路小学1

+月$%日 与教育出版社合办!突破儿童数学思维空间"研讨会及#新思维数学%

教材展览会1

$$月"%$"'日举行!全国小学特级数学男教师教学风采展示"专题研讨会及示范课1

$"月"# ,"&日前往武汉访问华中师范大学第一附属中学$东方红小学以及育才第二
小学1

!""&年
4月+日 举办!因材施教$拔尖保底

22

如何帮助数学差生学习"专题研讨会1
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+月$+$$/日 赴广东省河原市第二小学和河源市中学观课1

%月"/ ,"5日前往山东济南参观济南第十二中学和解放路第一小学1

$"月5 ,$#日举行!国家数学教育高级研修班2数学教师教育3澳门会议"1

!""'年
+月"&$"5日 与全国尝试教学理论研究会合办!两岸四地小学数学课堂教学观摩及

说课比赛"1

'月+$/日 与澳门大学教育学院合办!有效的数学教学,一个国际视角"及!有效
数学教学实务,美国的经验"讲座1

'月4#日至
&月4日 访问陕西省西安市吉祥路小学$西安市第一中学$西北工业大学附小1

5月$日 举办!创造性数学的想法及方法运用"讲座1

!""(年
$$月$日 举办!小学数学专家讲座"1

$$月""日 举办!中学数学教育改革成功经验介绍暨课堂教学展示"专题会议1

!"")年
/月"5日$4#日前往美国参加第4+

$

美国高中数学竞赛&0F6?'*荣获国际组第一
名1

&月$/日n"#日访问内蒙古包头市铁路二中1

$$月$+日 举办!数学教学的有效性与开放性"研讨大会及示范课1

$"月/日$%日举办!第一
$

澳门小学数学优质课堂教学"评比大会1

&庆祝祖国成立%#盷年*澳门回归$#盷年*本会成立/盷年活动'

!"*"年
%月 成立!澳门数学

&

林匹克学会"*政府宪报刊登该会章程1

$$月"%日$"'日组织$&名数学优秀学生前往北京参加首
$

世界数学团体锦标赛1

$月$&日 华东师范大学聘请汪会长担任华东师范大学国际数学
&

林匹克研究
中心澳门实验培训基地主任1

!"**年
$月"&日 ;美国高中数学竞赛<澳门区代表队荣获澳门特区政府颁授功绩

'

状1

5月"'日$"&日与澳门大学教育学院合办!国际著名教育家苏霍姆林斯基教育理念介
绍会"1
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!"*!年
%月5日 举办!如何激发学生数学创造力讲座暨中学数学课堂教学展示"公

开课1

&月$ ,%日 赴吉林$延边中$小学进行学术交流1

$$月4 ,+日 举办!全国小学数学四大教学流派课堂教学展示课"1

$$月4日晚上举行庆祝本会成立十盷年晚宴*十盷年成果展1

!"*#年
+月%日 举办亚太区小学

&

数&澳门区'选拔赛1

+月$+日 进行中学第二十四
$

$小学第十一
$

!希望杯"澳门地区第二试
(

赛1

+月$%日 名誉会长陈明金先生宴请本会*表示对本澳数学教育的支持和鼓励1

/月$$日 举办!幼儿教育理论讲座与幼儿教学实践示范课"1

%月$日 赴新加坡参加"#$4亚太小学数学
&

林匹克总
(

赛1

/月4$$%月$日前往美国参加第4&

$

美国高中数学竞赛&0F6?'*澳门队第二1

%月$/ ,$5日举办数学实验---统计与概率工作坊1

'月$#日 澳门基金会为0F6?澳门队凯旋而归的健儿举行庆功宴1

'月$& 日 举行希望杯$亚太区小学
&

数&新加坡'$数学大王赛颁
'

礼暨
&0F6?'美国高中数学竞赛成果

:

报会1

&月$ ,'日 赴哈尔滨$鸡西中$小学进行学术交流1

$$月$% ,$'日与澳门大学教育学院合办;尝试教学理论研究华人论坛<和幼儿教育
报告会1

$"月' ,5日 举办;中学$小学数学
&

林匹克教练员考级证书培训班<1

$"月 #澳门数学教育%第十一期出版1

!"*$年
$月$$日 举行;几何王<初中平面几何学习软件介绍会1

+月4日 拜访澳门基金会1

+月$4日 进行中学第二十五
$

$小学第十二
$

o希望杯o澳门地区第二试
(

赛1

+月$/日 拜访澳门教育暨青年局1

+月$'日至"$日赴台湾澎湖$高雄参访活动1

+月"%日 举办!史丰收速算法"介绍会1

/月4# ,4$日前往美国参加第45

$

美国高中数学竞赛&0F6?'*澳门队第二1

%月$+日 举行;领道数学科组工作经验介绍会暨渖阳七中教学展示课<活动1

'月$$日 举行;几何王<初中平面几何学习软件培训班1
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'月$"日 举行希望杯$亚太区小学
&

数&新加坡'$数学大王赛$环亚太杯国际
数学赛$中小学数学

&

林匹克教练员考级证书颁
'

礼暨&0F6?'美国
高中数学竞赛成果

:

报会1

&月$# ,$%日派学生前往四川西昌参加澳门基金会教科文中心航天团1

$#月$&日 举办o熟能生巧数学观点讲座暨高中数学教学展示课o1

$$月"" ,"4$

"5 ,4#日 举办!史丰收速算法"道师培训班1

$"月%日$'日举办!第五
$

澳门小学数学优质课堂教学"评比大会暨全国协作区孔
子杯小学数学课堂教学大赛&澳门赛区'1

$"月 #澳门数学教育%第十二期出版1

!"*%年
$月$%日 拜访澳门基金会+

$月4$日 举行成立!史丰收速算法"培训基地新闻发?会+

+月$"日 进行中学第二十六
$

$小学第十三
$

!希望杯"澳门地区第二试
(

赛+

+月$5日 拜访澳门教育暨青年局+

/月$#日 汪会长参加上海!小学数学教师教育高级研修班"+

/月"4日 举行;任勇的数学教学主张<讲座+

/月"& ,4$日前往新加坡参加第"%届亚太区小学数学
&

林匹克赛
(

赛+

/月"5 ,4#日前往美国参加第+#

$

美国高中数学竞赛&0F6?'*澳门队重获冠军+

%月$4日 举行希望杯$亚太区小学
&

数&新加坡'$数学大王赛$环亚太杯国际
数学赛暨&0F6?'美国高中数学竞赛成果

:

报会+

%月4 ,'日 澳门大学教育学院与本会合办!数学整数教育o专题研讨会+

%月%日 邀请意大利几何学专家和捷克数学家教育专家举行讲座+

%月"'日 往港参加史丰收速算两岸三地比赛+

'月$$日 与澳门大学教育学院$香港资优教育学会合办;环亚太杯国际数学邀
请赛总

(

赛<+

&月 #两岸三地癉大数学教程%出版+

&月& ,$"日 澳门队赴桂林参加.6(世界数学邀请赛+

&月$/ ,"#日赴陕西省进行学术交流+

$#月$'日 举办!幼儿教育报告会及幼儿史丰收速算法演示课"+

$"月/日$%日举办!第一
$

小学新思维数学!澳门杯"课堂教学大赛评比大会"+

$"月'日 获澳门特别行政区授予团队功绩
'

状+

$"月 #澳门数学教育%第十三期出版+
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!"*&年
$月$'日 於培道中学举办!儿童资优培育"介绍会*邀请台湾

&

林匹克文教集
团池玉玲讲师作=启发幼儿数学逻辑力>专题报告+

4月/日 於澳门大学举办!希望杯数学兢赛试题分析"讲座*澳大江春莲教授
主讲有关小学$中学数论方面的分析+

4月$5日 教育暨青年局与本会合办!中$小学数学实验和智力发展"专题讲座*

方运加教授&首都师范大学数学'和辰煜高级工程师&首都师范大
学科技园'+

/月"% ,"5日前往新加坡参加第"'届亚太区小学数学
&

林匹克赛
(

赛*刘明艺老
师带领&濠江'李俊贤和

#

欣婷参赛*李俊贤同学获白金
'

*

#

欣婷同
学获荣誉

'

*为澳门学界
;

光+

%月4 ,+日 组织本澳"$名数学优秀学生前往美国拉斯维加斯
/

华达大学拉斯维
加斯校区&-*?p'参加第+$

$

美国高中数学竞赛&0F6?'*澳门队领
队$教练汪甄南$施振雄$邓海棠$贺彩珍*队员包括&濠江'洪文浩$谈
皓$

#

俊贤$钱景辉$&教业'郑启源$陈汉华$&镜平'粘智凡$林峻玮$

廖俊龙$

#

丞贤$&劳校'蒋岳澎$李家维$林思颖$&培正'唐健维$

!

嘉骏$&培道'伍子聪$睴文浩$&鱶仔坊
8

'

#

子健$&培华'李子龙$睴
浩文$&澳大附中'冯智聪+比赛完毕後*?览胡佛水库$圣地亚哥航
空母舰和环球片场等景点+澳门队大败台湾$力压韩国$险胜越南$不
敌中国而居於国际排名榜亚军&中国冠军$澳门亚军$越南季军$韩国
殿军*台湾第五*其他国家和地区排後'*为澳门学界

;

光+

%月$&日 於濠江中学礼堂举行希望杯$亚太区小学
&

数&新加坡'$数学大王
赛$环亚太杯国际数学赛暨&0F6?'美国高中数学竞赛成果

:

报会+

教育暨青年局
#

健武代副局长为获得者及其教练员颁发
'

牌和证书+

$#月""日 於培道中学举办!云南丽江市教育局讲座暨中学示范课"*邀请云南
省丽江市教育局副局长李淑芳介绍当地教育事业的发展和改革情癋$

丽江市教育局数学教研室侯俊主任讲解教育改革*编制数学课程和师
资培训等工作$丽江市第一中学副校长和林功作高中二年级=极坐标
>展示课+

$$月$5日 於高美士中葡中学举办!四川省成都市成华小学示范课"*邀请四川
省成都市成华区教育局李晓

<

科长$成华双林小学教育集团张家宽老
师作=长方形正方形>展示课$成华实验小学教育集团商靖老师作=长方
形周界>展示课$成华小学教育集团张倩老师作=正方形面积>展示课+

$$月"/ ,"5日澳门队前往马来西亚吉隆坡黎明国民型华文小学参加6(6Y马来西
亚国际

&

数竞赛+
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$"月$# ,$$日於高美士中葡中学礼堂举办第二
$

小学!新思维数学"澳门杯课堂教
学比赛+

进入
(

赛老师,

花地玛圣母女子学校刘鹤老师*课题,小六=多边形面积计算的整治与
复习>

明爱学校连少燕老师*课题,小一轻度班=加法概念>

新华学校袁家辉老师*课题,小一=认识单数双数>

培华小学杨美莲老师*课题,小三=植树问题>

濠江中学附属小学郑洁雯老师*课题,小一=进位加法>

评委,方运加教授&首都师范大学数学'$邱学华教授&常州大学尝
试教育科学研究院院长'$唐彩彬特级教师&杭州市'$梁子誉先
生&香港教育出版社数学总编'$江春莲教授&澳门大学教育学
院助理教授'+

评选结果,

一等
'

,杨美莲老师$郑洁雯老师
二等

'

,刘鹤老师$连少燕老师$袁家辉老师
$"月 #澳门数学教育%第十四期出版+
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