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亲和的接见!殷切的希望

!!!谭司长晤数研会交流人才培育

澳门数学教育研究学会 邓海棠

社会文化司司长谭俊荣於九月十二日接见澳门数学教育研究学会一行!会面期间!双
方讨论澳门数学教育的未来发展!坦诚交

$

意见1谭司长肯定该会过去工作!?表示支持澳
门数学实验室项目!期望短期

%

能合作开展相关筹备工作1

提癉师生数学水平
会长汪甄南及副会长李宝田回顾十五年工作成果!采取"走出去!请进来#的策略!带领

本澳数学教师走出澳门!探访及学习各地的先进教育理念和课堂教育教学技巧&同时也邀
'$'



请到中国(德国及俄罗斯等地方的数学教育专家对广大的数学教师进行讲座(研讨会(工作
坊等活动!提癉本澳数学教师的教学水平&学会举行$数学优质课堂教学大赛%和$优质数学
课堂教案评比%!给各校教师展现示范性的优质课例和教案&为教青局的年度$教学设计

"

励计划%担任评委!提供专业性(学术性的评鉴1秘书长邓海棠及理事施振雄汇报了该会组
织(选拔(培训本澳学生参与$全美高中数学竞赛国际赛"/234#%情癋!?在国际数学舞台
上荣获两次国际组总分第一名!为澳门赢得崇高的国际数学荣誉1副理事长刘明艺(财务金
鑫介绍了推动数学实验室的工作!?将加入(563系统元素1理事林孝(伍剑佐补充了数
学实验室的理念及目标1

支持建数学实验室
谭司长表示!特区政府不断创造条件让学生接受良好的教育!?将精准培养资优学生1

他硈扬研究学会过去十五年的出色表现!特区政府十分重视数学教育!支持建立数学实验
室!推动澳门中小学生拓宽学习领域!培养他们的思维能力和实践能力!令学生透过数学实
验室$动手实践&自主探索与合作交流%!激发学生学习兴趣和睶能1在会务发展上!司长鼓
励学会持续举办数学活动及参与国际比赛!为本澳数学教师及学生提供更好的学习训练及
比赛机会!特区政府会继续支持!共同促进本澳数学教育的良好发展1

参与会见的人员包括社会文化司司长办公室顾问惠程勇(林晓白等1
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林匹克数学"三维杯#环亚太国际

邀请赛启事录

澳门数学教育研究学会 邓海棠

首
"#

林匹克数学"三维杯#环亚太国际邀请赛$"#$%%即!"#$%&'( $)*+,$)*&'

--'.%%)/0)(&)%)'&1&'&/*,2/)*&!/)" &/3&*)*&!/'!$%,*,*&!/"#$%)$--

'.%%)%"#$%%於"#$%年%月%日至$#日在澳门濠江中学顺利进行!圆满落幕!完美收官4

#

林匹克数学"三维杯#环亚太国际邀请赛是澳门数学教育研
究学会联同香港资优教育学会和马来西亚数学

#

林匹克学研中心
发起?成立的一项赛事4图标中心的$!+!$字样分别是澳门
$5657(香港+89: ;89:(马来西亚$5<5=>?5这三个创始成员的英文
名称中的第一个字母4外围的三段弧瞃意指"三维#!即是数学学术
的竞赛交流是无分国界地域(无分男女性别(无分时空界限的知识
融汇和促进4

这是一项每年举办之国际数学比赛!有中国大陆(澳门(香港(台湾(马来西亚(越南(印
尼(澳洲等国家及地区的中小学生参加竞赛活动!目的是让数学教育工作者(老师和学生进
行经验分享与交流!建立跨国友谊!促进世界和平4今年是首

"

举行!由澳门数学教育研究
学会主持主办!明年将移师香港进行第二

"

赛事4

#

林匹克数学"三维杯#环亚太国际邀请赛是一项甚具国际影响力的数学比赛!有近
"#个国家和地区参与了本次的首

"

比赛!包括来自中
国两岸四地的澳门(香港(上海(广东深圳(四川成都(

四川绵阳(台湾高雄等地以及越南(菲律宾(马来西亚(

印度尼西亚等亚太区国家4

这是澳门有史以来规模最大(参与地区与人数最
多(由澳门数学教育研究学会主持?一力承担从出卷(

改卷(评
&

和组织报名(安排食宿(筹划参访(交通接送
等全部环节的第一次本土国际

#

林匹克数学邀请赛4

是次赛事!为数学教育工作者(教师(家长(学生之间提
供了进行难得的经验分享与交流的宝贵机会!深得参

'-'



加赛事的诸多人士的认可和较高评价4

是次比赛活动按年级分为初小(中小(高小(初中(高中共五大组!每个级别分为个人赛
和团体赛两个类别4个人赛采取填空题的形式!分为三个部分!分别为,题$每题0分%&%题
$每题,分%&*题$每题%分%共$%题!时长为%#分钟!满
分为$##分4团体赛则要把过程及正确答案填在试题纸
上!共$#题!每题$#分!时长为%#分钟!满分为$##分4每
个参赛的学生可以选用繁体中文(简体中文或者是英文
进行题目解答!每份题目卷也都配备了上述三种文字的
题目4所有题目不超出相关的中小学数学课程范围的适
当延伸!一般包括代数(几何(数论和组合数学四大类4

沿用国际
#

林匹克数学竞赛
&

项设置规则!个人赛
设一等

&

$金牌%(二等
&

$银牌%(三等
&

$铜牌%共三个
层次!团体赛设冠军(亚军(季军共三组级别!比例都是大致为$*"*-&获

&

者总数不能超过
参赛学生的半数!当然!获

"

的标准也参考竞赛的成绩及试题的深浅难易情癋4它不仅可以
提癉学生学习数学的兴趣!发挥他们的数学睶能!同时也能提癉学生的逻辑推理能力及解
'

数学问题的能力!培养其团队合作精神4

个人赛方面!上海的刘昱辰同学获得初小组冠军&四川绵阳的陈奕文同学夺得中小组
冠军&成都的程浩同学勇夺高小组冠军&澳门濠江中学的高伟盛同学喜得初中组冠军&澳门
培道中学的廖汶锋同学荣获高中组冠军4

团体赛的冠军有*初小组是香港队'中小组是四川绵阳队'高小组是澳门培正中学队'

初中组是澳门濠江中学队'高中组是澳门菜农中学队4

参与颁
&

的嘉宾们有教育暨青年局陆荣辉先生&濠江中学的尤端阳校长(周明助理校
长!浸信中学李焯坚校长!菜农子弟学校许锡添副校长!澳门大学江春莲教授!香港资优教
育学会郑会长!文达名创出版社

(

经理等人士4

事情到了这也就完结了!但是深入想想!似乎意犹未尽!觉得总有些什
)

要说说4

国际
#

林匹克数学竞赛创办於$707年!有$数学世界癧% 之称!每年举办一次!由参赛
国轮流主办4目的是为了发现?鼓励世界上具有数学天份的青少年!为各国进行科学教育
交流创造条件!增进各国参赛师生间的友好关4国际

#

林匹克数学竞赛是国际科学
#

林
匹克历史最长的赛事!是国际中学生数学大赛!在世界上影响非常之大4

中国四川省成都市成华区人民政府网站上的公开信息*"我区双林小学(成华实验小
学(双庆小学(列五书池小学以及华林小学的$$名同学组队参加了"#$%

#

林匹克数学三维
杯环亚太国际邀请赛4在这次比赛中!虽然同学们来自不同的学校!但此刻

*

凝聚成了一股
力量!有了共同的目标'''为成都成华区而战4个人比赛中!赛出自己的风采!团队比赛中!

精诚合作!攻克一个个难题!在面对各国各地区选手时$中国澳门特别行政区(中国香港特
别行政区(菲律宾(马来西亚(印尼等等%!同学们自信(从容(智勇!取得了不俗的成绩4

'*'



随著此次活动的圆满结束!孩子们收的不仅仅是
&

牌4在比赛的过程中更是结交了国
%

外的好友!学习怎样用不同的思维和语言去交流4孩子们尝试分工协作共同面对困难!培养
了团队意识4也?览了澳门(香港!饱览了祖国美景!真正做到了在玩中学!在学中玩4#

由此可见!

#

林匹克数学$三维杯% 环亚太国际邀请赛完全达成了国际
#

林匹克数学
竞赛的目的!即是$为了发现?鼓励世界上具有数学天份的青少年(为各国进行科学教育交
流创造条件(增进各国师生间的友好关4%

这次赛事!体现了从$澳门数学走向国际%到$国际数学走向澳门% 的转变4以前!大家
总是想方设法(刻苦训练!为的是能

+

走出澳门到其他国家和地区参加各种各样的数学赛
事4如今!伴随澳门数学教育研究学会在国际数学界知名度的不断提癉!培训竞赛水平的日
益强大!承办国际赛事能力的完善!将会有更多的国际数学赛事走向澳门4这是澳门特区的
国际盛誉!是澳门市民的国际盛誉4

从此!这将有机会成为一种数学竞赛的新常态*澳门的学生不用再舟车劳苦(千迢
迢(万跋涉到海外去客场作战!面对时差逆转(昼夜颠倒(水土不服(天气极差等等不利自
然环境的影响!而是主场作战!尽享天时地利人和之便利!继续为澳门特区

,

取更大(更多
的荣誉4同时!特区政府和市民也能一尽地主之谊!把历史文化遗产的东西方文化(美食等
等展现给来自各个国家和地区的国际数学比赛的参赛者4

'0'



易数组研究初步

李祥立

!引子$"#$%年$月"日至*日全国初等数学研究会第十
!

学术研讨会於广州举行4在
全国参加评比论文共-#"篇中%拙作两篇分别名列第一和第十一%同获一等

"

4下列为经
修订而成的其中一篇4"

)周易*是我国古代群经之首!其所述之八卦及由此衍生出之六十四卦!相传为伏羲从
河图和洛书中得到灵感所创4其相关占卜法之部份内容如朱熹+周易本义,所述*"次以右
手四揲左手之策-次归其所馀之策!或一(或二(或三(或四而?之左手无名指间4#又王夫
之+周易

%

传.辞上传,*#过揲!审七八九六之变4#简言之!六十四卦中之每一卦有,

爻!每一爻都是经$!"!-!*而得出,!%!&!7这四个数字之一以
'

定之!因此这八个数字之并
合蕴涵着无穷变化4又由此可见数字*$四揲%和数字0$抽离%深具独特性4

我们的祖先据此发现数组07"!0%,!0-*!0$&与数组07*!0%"!0-&!0$,有下列关/$0*

07"

9

@0%,

9

@0-*

9

@0$&

9

A07*

9

@0%"

9

@0-&

9

@0$,

9

$9 A$!"!-%

更令人惊叹者!他们又发现下列一对数组亦有相同的和(相同的平方和!及有相同的立
方和/$0*

7"$-*%,&!&*"$-7%,!%$-*",&7!,-*"$&7%

7-$"*&,%!&$"*-,%7!%*-$"7&,!,"*-$%7&

即使在今天!以我们手边之计算器或家用电脑都会因超位而难以处理这麽大的数字!

何癋在远古年代)他们是如何发现的呢)笔者做了一些初步的研究如下文所示!文中所述河
图(洛书之图像!在古籍或互联网上甚易觅得!笔者不赘列4

定义$!一对数组$每组*个非零整数%若有相同的和(相同的平方和!又有相同的立方
和!称此一对数组成一对易数组$简称易数组%4

为方便阐述!我们常会用数列方法处理4若数列5

$

!5

"

!5

-

!5

*

与数列B

$

!B

"

!B

-

!B

*

有

!

*

CA $

5

C

A

!

*

CA $

B

C

且
!

*

CA $

5

"

C

A

!

*

CA $

B

"

C

且
!

*

CA $

5

-

C

A

!

*

CA $

B

-

C

之关!则成一对易数组!记为15

C

&B

C

2$C

A$!"!-!*%!有时简记为15&B2!其中5表数列5

$

!5

"

!5

-

!5

*

或其第C项5

C

!馀类推4留意*

15&B2A1B&524

从洛书之图象得九
-

图如下列图$左方之图!将数字0抽离!?将之圆化後!得图$右方
','



之图$称为洛书圆化图%4

下面是利用洛书圆化图找出若干对易数组4

$一%左一右一
$5%取十位数字为奇数
眐造不含数字0之两位数$要各位数字不同%!若由最大奇数7开始$也可由最小奇数$

开始%!观察其在洛书圆化图中左边和右边相邻的数字"!*!取为个位数字!拼成7"!7*!得一
对数组的第一对相应数47之相邻奇数是%!依同样法则得第二对相应数%,!%"4依同理!分
别得第三(第四对相应数字-*!-&和$&!$,4於是得一对数组如下*

7"!%,!-*!$&

7*!%"!-&!$,

经验证可知其亦成一对易数组4

$B%取十位数字为偶数
由最大偶数&开始$也可由最小偶数"开始%!依同法可得

&-!,$!*7!"%

&$!,%!*-!"7

经验证可知其亦成一对易数组4

$二%左二右二$方法类似!从略%

$三%左三右三$方法类似!从略%

综合共得,对易数组!列表如下*

左一右一 左二右二 左三右三
7"!%,!-*!$&

7*!%"!-&!$,

7%!%$!-7!$-

7-!%7!-$!$%

7,!%&!-"!$*

7&!%*!-,!$"

&-!,$!*7!"%

&$!,%!*-!"7

&*!,&!*"!",

&,!,"!*&!"*

&7!,-!*%!"$

&%!,7!*$!"-

'%'



另一方面!还有以其他方式得到之易数组!例如$用後面所述之河洛图法*转半圈%*

7"!&*!%$!,-

7-!&$!%*!,"

下面表$列出$#对易数组$最上,对是用前述洛书圆化图推出者%4

表$4两位数易数组的例子
7"!%,!-*!$&

7*!%"!-&!$,

&-!*7!,$!"%

&$!*-!,%!"7

7%!%$!-7!$-

7-!%7!-$!$%

&*!,&!*"!",

&,!,"!*&!"*

7&!%*!-,!$"

7,!%&!-"!$*

&%!*$!,7!"-

&7!*%!,-!"$

7"!&*!%$!,-

7-!&$!%*!,"

*%!-7!",!$&

*&!-,!"7!$%

7%!&7!%,!,&

7&!&,!%7!,%

*"!-*!"$!$-

*-!-$!"*!$"

定理$!15

C

&B

C

2

"

16@D5

C

&6@DB

C

2!其中6!D为常数$6!D是整数%4

证明!15

C

&B

C

2即
!

*

CA $

5

C

A

!

*

CA $

B

C

!

!

*

CA $

5

"

C

A

!

*

CA $

B

"

C

!

!

*

CA $

5

-

C

A

!

*

CA $

B

-

C

!

则
!

*

CA $

$6@D5

C

%A*6@D

!

*

CA $

5

C

A*6@D

!

*

CA $

B

C

A

!

*

CA $

$6@DB

C

%!

!

*

CA $

$6@D5

C

%

"

A*6

"

@"6D

!

*

CA $

5

C

@D

"

!

*

CA $

5

"

C

A*6

"

@"6D

!

*

CA $

B

C

@D

"

!

*

CA $

B

"

C

A

!

*

CA $

$6@DB

C

%

"

!

!

*

CA $

$6@D5

C

%

-

A*6

-

@-6

"

D

!

*

CA $

5

C

@-6D

"

!

*

CA $

5

"

C

@D

-

!

*

CA $

5

-

C

A*6

-

@-6

"

D

!

*

CA $

B

C

@-6D

"

!

*

CA $

B

"

C

@D

-

!

*

CA $

B

-

C

A

!

*

CA $

$6@DB

C

%

-

!

由此得16@D5

C

&6@DB

C

24

设5

C

是一个9位数$各位数字都非#%!若对其每一位数字取补$

$

以其与$#之差%後!

所得之数为605

C

!则6A

$#

9@$

0$

7

0$4例如*将&-之各位数字取补後!所得之数为"%$A

$## 0&-%4

定理"!15

C

&B

C

2

"

1605

C

&60B

C

2!其中5

C

是一个9位数$各位数字都非#%!6A

$#

90$

0$

7

0$4$即将一对易数组之各位数字取补後!仍为一对易数组%

证明!由定理$!取6A

$#

90$

0$

7

0$!D A0$即得4

'&'



例$!将易数组$表$中的一对%

7"!&*!%$!,-

7-!&$!%*!,"

之各位数字取补後$即由定理"%!得易数组
$&!",!-7!*%

$%!"7!-,!*&

例"!将易数组
7"!&*!%$!,-

7-!&$!%*!,"

之各数加0##!得数组
07"!0&*!0%$!0,-

07-!0&$!0%*!0,"

由定理$$6A0##!D A$%知其亦成一对易数组4

例-!将易数组
7"!&*!%$!,-

7-!&$!%*!,"

之各数乘以$#後再加0!得数组
7"0!&*0!%$0!,-0

7-0!&$0!%*0!,"0

由定理$知其亦成一对易数组4

以下研究如何将两对9位数之易数组接合成一对"9位数之易数组4两组数的接合!最
方便是第一项接合第一项!第二项接合第二项!馀类推!这样!就与各数在其所属组中之排
列顺序有关!须将每一组数严格视同数列处理4

以5表数列5

$

!5

"

!5

-

!5

*

!馀类推!?设诸数列中各数都是9位数!以$#

9

5 @6表数列
$#

9

5

$

@6

$

!$#

9

5

"

@6

"

!$#

9

5

-

@6

-

!$#

9

5

*

@6

*

!

!

5表
!

*

CA $

5

C

!

!

$$#

9

5 @6%表
!

*

CA $

$$#

9

5

C

@6

C

%!

馀类推!因
!

$$#

9

5 @6%

"

A$#

"9

!

5

"

@

!

6

"

@".$#

9

!

56

!

$$#

9

5 @6%

-

A$#

-9

!

5

-

@

!

6

"

@-.$#

"9

!

5

"

6@-.$#

9

!

56

"

!容易得知下列定
理成立*

定理-!15&B2!16&D2!

!

56A

!

BD!

!

5

"

6A

!

B

"

D!

!

56

"

A

!

BD

"

"

1$#

9

5 @6&

$#

9

B@D2

将15&B2!16&D2依$#

9

5 @6和$#

9

B@D之方式接合後!所得各数若数位太多!不便
.

证
$例如!手边之计算器因超位不能处理%时!定理-提供一个降低位数计算之

.

证法!但定理
-所述之条件只是充分条件!不是必要条件4

'7'



定义"!符合定理-之条件的接合称为完美接合4

例*!设1)&E2表两位数易数组
7"!&*!%$!,-

7-!&$!%*!,"

则1)&E2乃一位数易数组15&B2*

7!&!%!,

7!&!%!,

与一位数易数组16&D2*

"!*!$!-

-!$!*!"

依$#5 @6和$#B@D之方式接合而成4容易
.

证得此为完美接合$可用,F6G<验证%4

留意*表$之每一对易数组都是某两对一位数易数组依完美接合所得者4前述利用洛
书圆化图的方法可帮助我们找到一些完美接合之例子4

自表$中取若干对易数组依$#

"

5 @6和$#

"

B@D之方式接合!可得部份四位数易数组如
表"所示$表中之例子均为完美接合%*

表"4四位数易数组的例子$仅
/

出$,对%

7"$,!%,-&!-*%"!$&7*

7*$&!%"-*!-&%,!$,7"

7&$*!%*-"!-,%&!$"7,

7,$"!%&-,!-"%*!$*7&

7"$&!&*",!%$-7!,-*%

7-$%!&$"7!%*-,!,"*&

*%,-!-7%$!",&*!$&7"

*&,"!-,%*!"7&$!$%7-

7%$-!&7"$!%,-*!,&*"

7&$"!&,"*!%7-$!,%*-

*",&!-*%,!"$&7!$-7%

*-,%!-$%7!"*&,!$"7&

7&$,!%*-&!-,%"!$"7*

7,$&!%&-*!-"%,!$*7"

7"$-!&*"$!%$-*!,-*"

7-$"!&$"*!%*-$!,"*-

*%$-!-7"$!",-*!$&*"

*&$"!-,"*!"7-$!$%*-

*%,&!-7%,!",&7!$&7%

*&,%!-,%7!"7&,!$%7&

7%*"!&7-*!%,"$!,&$-

7&*-!&,-$!%7"*!,%$"

$-,&!"$%,!-*&7!*"7%

$",%!"*%7!-$&,!*-7&

*",-!-*%$!"$&*!$-7"

*-,"!-$%*!"*&$!$"7-

,&*%!%,-7!&7",!7%$&

,%*&!%7-,!&,"7!7&$%

7"7"!%,%,!-*-*!$&$&

7*7*!%"%"!-&-&!$,$,

,-7%!%$&7!&*%,!7",&

,"7&!%*&,!&$%7!7-,%

'#$'



表-4不成易数组之接合例子
7%"%!&7,$!%,*7!,&&-

7&"7!&,,%!%7*-!,%&$

$-&-!"$*7!-*,$!*""%

$"&$!"**-!-$,%!*-"7

&%,-!*$%$!,7&*!"-7"

&7,"!*%%*!,-&$!"$7-

"-*%!,7-7!*$",!&%$&

"$*&!,--,!*%"7!&7$%

定理*!自一位数组接合成二位数组开始!层层都用完美接合!最後所得之易数组$如表
"中之易数组都是经两重完美接合所得%!若将每一数

0

去其首位数字!所得之数组亦是易
数组!且依原来方式完美接合4/又

0

去其末位元数字$或次末位元数字%亦有类似结果0

证明!仅以一对经两层完美接合所得之四位数易数组1)&E2为例证之4设)之通项首
两位数字为F!=!馀下之两位数为B&E之通项首两位数字为7!H!馀下之两位数为D!则

!

/$#

-

F@$$#

"

=@B%0

-

A

!

/$#

-

7 @$$#

"

H@D%0

-

4

将易数组1)&E2之每一数
0

去其首位数字!即令FA7 A#代入上式!得
!

$$#

"

=@B%

-

A

!

$$#

"

H@D%

-

!同理可证
!

$$#

"

=@B%

"

A

!

$$#

"

H@D%

"

!

!

$$#

"

=@B%A

!

$$#

"

H@D%4

又因
!

$$#F@=%B

"

A

!

$$#7 @H%D

"

!令FA7 A#代入!得
!

=B

"

A

!

HD

"

4

同理可证*

!

=

"

BA

!

H

"

D!

!

=BA

!

HD!故仍依原来方式完美接合4

例0!将表"左栏内之第一对易数组
7"$,!%,-&!-*%"!$&7*

7*$&!%"-*!-&%,!$,7"

之每一数
0

去其首位数字!得数组
"$,!,-&!*%"!&7*

*$&!"-*!&%,!,7"

由定理*知此为一对易数组!且是易数组15!B2*

"!,!*!&

*!"!&!,

与易数组16&D2*

$,!-&!%"!7*

$&!-*!%,!7"

依$#

"

5 @6和$#

"

B@D之方式的完美接合4

下表是将表"内各数
0

去首位数字後所得之三位数易数组$其中有两对於
0

去首位数
字後变成相同之一对!故仅有$0对%4

'$$'



表*4三位数易数组的例子$仅
/

出$0对%

"$,!,-&!*%"!&7*

*$&!"-*!&%,!,7"

%$-!7"$!,-*!&*"

&$"!,"*!7-$!%*-

%,&!7%,!,&7!&7%

&,%!,%7!7&,!%7&

&$*!*-"!,%&!"7,

,$"!&-,!"%*!*7&

",&!*%,!$&7!-7%

-,%!$%7!*&,!"7&

%*"!7-*!,"$!&$-

&*-!,-$!7"*!%$"

"$&!*",!$-7!-*%

-$%!$"7!*-,!"*&

&$,!*-&!,%"!"7*

,$&!&-*!"%,!*7"

",-!*%$!$&*!-7"

-,"!$%*!*&$!"7-

%,-!7%$!,&*!&7"

&,"!,%*!7&$!%7-

"$-!*"$!$-*!-*"

-$"!$"*!*-$!"*-

"7"!,%,!*-*!&$&

*7*!"%"!&-&!,$,

-7%!$&7!*%,!",&

"7&!*&,!$%7!-,%

-,&!$%,!*&7!"7%

",%!*%7!$&,!-7&

&*%!,-7!7",!%$&

%*&!7-,!,"7!&$%

自表"中取若干对易数组依$#

*

5 @6和$#

*

B@D之方式接合!可得部份八位数易数组如
表0所示$表中之例子均为完美接合!验算时可运用定理-!以降低位数计算%*

表04八位数易数组的例子$仅
/

出7对%

7"$,$&7*!%,-&-*%"!-*%"%,-&!$&7*7"$,

7*$&$,7"!%"-*-&%,!-&%,%"-*!$,7"7*$&

7"$-*%,&!&*"$-7%,!%$-*",&7!,-*"$&7%

7-$"*&,%!&$"*-,%7!%*-$"7&,!,"*-$%7&

7%*"$-,&!&7-*"$%,!%,"$-*&7!,&$-*"7%

7&*-$",%!&,-$"*%7!%7"*-$&,!,%$"*-7&

*%,&,-*"!-7%,%$-*!",&7&*"$!$&7%7"$-

*&,%,"*-!-,%7%*-$!"7&,&$"*!$%7&7-$"

7"$-$&7%!&*"$",&7!%$-*-7%,!,-*"*%,&

7-$"$%7&!7$"*"7&,!%*-$-,%7!,"*-*&,%

*%$-,-7%!-7"$%$&7!",-*&*%,!$&*"7",&

*&$","7&!-,"*%*&,!"7-$&$%7!$%*-7-,%

*%,-$"7&!-7%$"*&,!",&*-$%7!$&7"*-,%

*&,"$-7%!-,%*"$&7!"7&$-*%,!$%7-*",&

*&$",-7%!-,"*%$&7!"7-$&*%,!$%*-7",&

*%$-,"7&!-7"$%*&,!",-*&$%7!$&*"7-,%

7*%",$&-!%",$&-7*!,$&-7*%"!&-7*%",$

7*&-,$%"!&-,$%"7*!,$%"7*&-!%"7*&-,$

'"$'



例,!若将表0之第-对八位数易数组
7%*"$-,&!&7-*"$%,!%,"$-*&7!,&$-*"7%

7&*-$",%!&,-$"*%7!%7"*-$&,!,%$"*-7&

之每一数
0

去其首位数字!可得七位数易数组
%*"$-,&!7-*"$%,!,"$-*&7!&$-*"7%

&*-$",%!,-$"*%7!7"*-$&,!%$"*-7&

例%!若将例,所得之七位数易数组
%*"$-,&!7-*"$%,!,"$-*&7!&$-*"7%

&*-$",%!,-$"*%7!7"*-$&,!%$"*-7&

之每一数
0

去最前两位数字!得五位数易数组
"$-,&!*"$%,!$-*&7!-*"7%

-$",%!$"*%7!*-$&,!"*-7&

例&!试找出两对九位数易数组!要各位数字不同4

解!由定理$!将表0之第-对八位数易数组
7%*"$-,&!&7-*"$%,!%,"$-*&7!,&$-*"7%

7&*-$",%!&,-$"*%7!%7"*-$&,!,%$"*-7&

之各数加0.$#

&

!可得一对九位数易数组$$至7之数字全用且各位数字不同%*

07%*"$-,&!0&7-*"$%,!0%,"$-*&7!0,&$-*"7%

07&*-$",%!0&,-$"*%7!0%7"*-$&,!0,%$"*-7&

又或将原先之八位数易数组各数乘以$#再加0!得另一对九位数易数组*

7%*"$-,&0!&7-*"$%,0!%,"$-*&70!,&$-*"7%0

7&*-$",%0!&,-$"*%70!%7"*-$&,0!,%$"*-7&0

定理0!自一位数组接合成二位数组开始!层层都用完美接合!最後所得之"

9 位数易数
组中!若将每一数交

$

其首两位数字!所得之数组亦是易数组!且依原来方式完美接合4/可
推广至*若将每一数分为"

I

$IJ9%节!则交
$

任一节之首两位数字亦可&又交
$

每一数之
首两节亦可(次两节亦可!馀类推40

证明!仅以一对经两层完美接合所得之四位数易数组1)&E2为例证之4设)之通项首
两位数字为F!=!馀下之两位数为B&E之通项首两位数字为7!H!馀下之两位数为D!且
/$#

"

$$#F@=%@B0和/$#

"

$$#7 @H%@D0是完美接合4

每一数交
$

首两位数字後!即第一组数中F!=互
$

!第二组数中7!H互
$

!得/$#

"

$$#=@

F%@B0和/$#

"

$$#H@7%@D0!是否完美接合!视乎
!

F

"

=A

!

7

"

H!

!

F=

"

A

!

7H

"

!

!

F

"

B

A

!

7

"

D!

!

=

"

BA

!

H

"

D!

!

FB

"

A

!

7D

"

!

!

=B

"

A

!

HD

"

!

!

F=BA

!

7HD是否都成
立!但这些条件与/$#

"

$$#F@=%@B0和/$#

"

$$#7 @H%@D0是否完美接合相同!由此得证4

例7!试找出0对八位数易数组!要各位数字不同4

解!将表0中之第三对易数组
'-$'



7%*"$-,&!&7-*"$%,!%,"$-*&7!,&$-*"7%

7&*-$",%!&,-$"*%7!%7"*-$&,!,%$"*-7&

交
$

每一数之首两位数字!得易数组
%7*"$-,&!7&-*"$%,!,%"$-*&7!&,$-*"7%

&7*-$",%!,&-$"*%7!7%"*-$&,!%,$"*-7&

次将每一数分为"节处理!交
$

第"节之首两位数字!得易数组
%7*"-$,&!7&-*$"%,!,%"$*-&7!&,$-"*7%

&7*-"$,%!,&-$*"%7!7%"*$-&,!%,$"-*7&

再将每一数分为*节处理!交
$

首"节!得易数组
*"%7-$,&!-*7&$"%,!"$,%*-&7!$-&,"*7%

*-&7"$,%!-$,&*"%7!"*7%$-&,!$"%,-*7&

再将每一数之首两位数字交
$

!得易数组
"*%7-$,&!*-7&$"%,!$",%*-&7!-$&,"*7%

-*&7"$,%!$-,&*"%7!*"7%$-&,!"$%,-*7&

以上各对易数组仍依原先形式层层完美接合4

若将洛书圆化图内之数字$!"!-!*依河图的规律$即依7 0* A& 0- A% 0" A, 0$%

移动入内圈!得下面图"中之左图!将空了的区域
0

去!修改成图"中之右图$简称为河洛
图%4用河洛图依下列方法$称为河洛图法%!可帮助我们觅得若干对"9位数易数组$突显
出河图(洛书的

#

妙%!其中9是正整数4

河洛图法!对图"之右图!分别以过圆心之水平线和垂直线$各取定正负向%开始!其一
顺时针!另一逆时针!对称地绕圆心转圈!对称地分别在其正向所经过之象限内拾取数字
$每一象限内拾且仅拾取一个数字%!拾取时可随意从外圈转入内圈或从内圈转出外圈!转
半圈得一对两位数易数组!转一个圈得一对四位数易数组!转一圈半得一对六位数易数组!

转两个圈得一对八位数易数组!馀类推4我们简称之为河洛图法4

'*$'



下表举出转半圈的情癋!得*对两位数易数组$各均为一位数易数组之完美接合%*

7%!%,!,&!&7

7&!%7!,%!&,

7"!%$!,-!&*

7-!%*!,"!&$

*"!"$!$-!-*

*-!"*!$"!-$

*%!",!$&!-7

*&!"7!$%!-,

下表举出其中*种转一圈的例子!所得之*对四位数易数组!每一对亦是两对两位数易
数组$转半圈所得%之完美接合4

7%,&!%,&7!,&7%!&7%,

7&,%!%7&,!,%7&!&,%7

*"$-!"$-*!$-*"!-*"$

*-$"!"*-$!$"*-!-$"*

7"$&!%$-7!,-*%!&*",

7-$%!%*-,!,"*&!&$"7

*%,-!",&*!$&7"!-7%$

*&,"!"7&$!$%7-!-,%*

下表举出其中*种转两圈的例子!所得之*对八位数易数组!每一对亦是两对四位数易
数组$转一圈所得%之完美接合4

7%,&*"$-!%,&7"$-*!,&7%$-*"!&7%,-*"$

7&,%*-$"!%7&,"*-$!,%7&$"*-!&,%7-$"*

$-*",&7%!-*"$&7%,!*"$-7%,&!"$-*%,&7

$"*-,%7&!-$"*&,%7!*-$"7&,%!"*-$%7&,

7"$-*%,&!%$-*",&7!,-*"$&7%!&*"$-7%,

7-$"*&,%!%*-$"7&,!,"*-$%7&!&$"*-,%7

7"$&*%,-!%$-7",&*!,-*%$&7"!&*",-7%$

7-$%*&,"!%*-,"7&$!,"*&$%7-!&$"7-,%*

以一对两位数易数组为例!设为$#5 @B!$#5K@BK!如均为一位数易数组之完美接合!即
!

$$#5 @B%

9

A

!

$$#5K@BK%

9

$9 A$!"!-%且
!

5

9

A

!

$5K%

9

!

!

B

9

A

!

$BK%

9

$9 A

$!"!-%!

!

5BA

!

5KBK!

!

5

"

BA

!

$5K%

"

BK!

!

5B

"

A

!

5K$BK%

"

!则
!

/$#$5 L0%@B0A

!

$$#5 @BL0#%A

!

$$#5 @B%L"## A

!

$$#5K@BK%L

"## A

!

$$#5K@BKL0#%A

!

/$#$5KL0%@BK04

同理!

!

/$#5 @$BL0%0A

!

/$#5K@$B

"

L0%0!又
!

/$#$5 L0%@B0

"

A

!

/$#$5KL0%@BK0

"

!

/$#5 @$BL0%0

"

A

!

/$#5K@$BKL0%0

"

!

/$#$5 L0%@B0

-

A

!

/$#$5KL0%@BK0

-

!

/$#5 @$BL0%0

-

A

!

/$#5K@$BKL0%0

-

$证明类似%4

在图"之河洛图中!因内圈是1$!"!-!*2中之各数!外圈是1,!%!&!72中之各数!对应数
字恰好相差0!由上之讨论知*对称地随意转出外圈或转入内圈!不会影响其成为易数组之
关3

'0$'



任意将一对I位数易数组和一对9位数易数组接合!不一定能成一对I@9位数易数
组!但若以河洛图法推得之一对"M位数易数组$M为使"M

#

I@9成立之最小整数%!设"M

0$I@9%AD!则将每一数
0

去最前D位数字$即多次运用定理*%!便成一对I@9位数易
数组4

河洛图法的进一步修订!因用河洛图法所得之任何一对"9位数易数组都可拆分为若干
对层层完美接合之易数组!由前述讨论!知此法除可用以转半圈和整数圈外!还可推广至加
入$

*

圈!使得一对"9 0$位数之易数组$9为正整数%4例如$对图"之右图而言%*

若转-

*

圈!可得若干对三位数易数组4如*

7"$!%$-!,-*!&*"

7-$!%*-!,"*!&$"

7",!%$&!,-7!&*%

7-,!%*&!,"7!&$%

7%$!%,-!,&*!&7"

7&$!%7-!,%*!&,"

7%,!%,&!,&7!&7%

7&,!%7&!,%7!&,%

*",!"$&!$-7!-*%

*-,!"*&!$"7!-$%

*"$!"$-!$-*!-*"

*-$!"*-!$"*!-$"

若转$

$

*

圈!可得若干对五位数易数组!如*

7%$-*!%,-*"!,&*"$!&7"$-

7&$"*!%7-$"!,%*-$!&,"*-

7",-*!%$&*"!,-7"$!&*%$-

7-,"*!%*&$"!,"7-$!&$%*-

7",&*!%$&7"!,-7%$!&*%,-

7-,%*!%*&,"!,"7&$!&$%7-

7"$-*!%$-*"!,-*"$!&*"$-

7-$"*!%*-$"!,"*-$!&$"*-

馀类推4

又在拾取数字的过程中!也可以跳过一个数字$即在某一象限
%

不拾取数字%!例如!在
拾取数字构建*位数易数组的过程中!跳过一个数字$所转圈数要相应增加$

*

%*

跳过第$个数字的例 跳过第"个数字的例 跳过第-个数字的例
",-*!$&*"!-7"$!*%$-

-,"*!*&$"!"7-$!$%*-

7$-*!%-*"!,*"$!&"$-

7$"*!%-$"!,*-$!&"*-

7%-*!%,*"!,&"$!&7$-

7&"*!%7$"!,%-$!&,*-

依同理!当然亦可跳过多个数字等!变化颇多!不赘4

参考文献!

&$' +GNI59 #G79:4周易!易经" $5OPGI5O?6>第*节0河图洛书(周髀算经&2Q!"'4

!"#$* 0#* 0-#"4POOM>$QQRRR4=87O7BG468IQR5O6P)HA7"G7DS# 0T/,
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数学竞赛中的数论问题

澳门大学教育学院 江春莲
澳门濠江中学附属小学 刘明艺

随著数学竞赛的发展!数学竞赛已逐渐形成一门特殊的数学学科竞赛数学4它涉及数
学竞赛的

%

容(思想和方法&也涉及到数学竞赛教育和数学课外教育的本质(方法(规律和
途径问题!课外学习与课

%

学习的关问题!普及与提高问题!数学天才的发现和培养问
题!辅道教师的专业进修和提高问题!命题和解题研究问题等等$裘宗沪!$77,%4其以竞赛
数学为主要

%

容!以解
'

问题为基本形式(以开发学生数学思维为根本目的4竞赛数学的
%

容涉及四个数学分支!它们是*代数(几何(初等数论和组合数学$陈传理!张同君!"##0%4

数学竞赛培训有两种形式4一种是分专题进行!而另一种是以历年考题综合训练的形
式进行4前一种方法有利於学生系统学习一些知识和方法!而後一种则常用作考试前的适
应性训练4但後者因覆盖面广!学生常难以在某些方面深入!所以经常先选用第一种方法学
习完全系统的学习!竞赛前再进行$ 0"次的适应性训练4

"#$%年$"月%日!受澳门中华教育会学术部数学小组组长$总策划%刘明艺老师邀请!

举办了题为"中小学数学竞赛中的数论问题#的讲座!吸引了近八十位来自各校中(小学的
数学竞赛培训教练参加4讲座以"##,年以来$"年的全国"希望杯#竞赛中的数论问题为依
据!和老师一起探讨如何以浅显易懂的方式让不同数学水准的学生能找到属於自己的解题
思路!提高学生的数学学习兴趣4

数论是数学竞赛中除常规课程
%

容$竞赛中又略高於普通课程的要求%之外最重要的
部分!也是数学竞赛中最经典的

%

容!约占各类竞赛$如希望杯!美国八到十年级数学竞赛
分值的"0U$"# 0-#U左右%4这些题目看似很容易懂!可不是很容易能上手!所以引道学
生找规律(找思路很关键4

数论部分涵盖的
%

容包括整除性(同馀(不定方程(完全平方数(质数等4我们不能期望
在一次能将这""项中的所有问题讲完!所以我们仅以其中部分题目为例!讨论这些问题的
解题方法(教学方法和如何让学生学会融会贯通的"一题多变#4下面以几个例题讨论这些
方法理念的运用4

一&整除性
+问题$,设5 A$#

7

@-&

-

0"!证明*5是-%的倍数4$"#$#年初一%

'%$'



+分析,要证明一个式子被质数M整除!可以考虑将其表示为MI@M9的形式4

+略解,5 A$#

7

@-&

-

0" A$#

7

0$ @-&

-

0$

A$$#

-

0$%$$#

,

@$#

-

@$%@$-& 0$%$-&

"

@-& @$%

A777 V$$#

,

@$#

-

@$%@-% V$-&

"

@-& @$%

A-% V"% V$$#

,

@$#

-

@$%@-% V$-&

"

@-& @$%4

+问题",求证*若整数5不能被"和-整除!则5

"

@"-必能被"*整除4$"#$0年初一%

+分析,要证明一个式子可被一个合数M

$

I

$

M

"

I

"

M

-

I

-

-M

9

I

9

$M

$

!-!M

9

为两两不等的质数%

整除!可分别证明其被M

?

I

?

$?A$!-!9%整除4

+略解,5

"

@"- A5

"

0$ @"* A$5 0$%$5 @$%@"*!"* A"

-

V-4

因为5不能被"整除!所以5为奇数!5 0$(5 @$均为偶数!又$5 @$%0$5 0$%A"!

所以5 0$!5 @$为两个连续的偶数!其中必有一个为*的倍数48$5 0$%$5 @$%可被&整
除4

因为5不能被-整除!所以5被-除後馀$或"4当5被-除馀$时!5 0$能被-整除&

当5被-除馀"时!5 @$能被-整除4因此!$5 0$%$5 @$%可被-整除4

因为$-!&%A$!所以"* W$5 0$%$5 @$%4

+问题-,若矩形的长!宽和对角瞃的长度都是整数!求证*这个矩形的面积是$"的倍
数4$"#$$年初一%

+略证,设矩形的长(宽和对角瞃分别为5(B(6!则有5

"

@B

"

A6

"

4

先证5(B中必有一个是-的倍数4用反证法4假设5(B均不被-整除!则5

"

(B

" 被-除後
馀$!所以5

"

@B

" 被-除後馀"4而6

" 要
)

可以被-整除!要
)

被-除後馀$!得出矛盾4

再证5B是*的倍数4可对5(B被*除以後的馀数进行讨论!我们不难求出对馀数分别为
#($("(-的数I!则I

"被*除後的馀数依次为#($(#($!所以可以将5

"

@B

"被*除後的馀数
列表如下*

!!!5

B!!!

# $ " -

# # $ # $

$ $ " $ "

" # $ # $

- $ " $ "

该表中!

1

色显示的部分是使得对角瞃可为整数的情形4我们对这些情形分别进行讨
论4

第一行的数满足*可整除!第一列的数满足*可整除5!此时均有*整除5B4

'&$'



第三行第三列的#是5(B均为偶数得到的!此时也有*整除5B4

考虑到5(B的对等性!所以只需讨论5 A*C@"(BA*<@$和5 A*C@-!BA*<@"的
情形4

当5 A*C@"!BA*<@$时!5

"

A$,C

"

@$,C@* A$,C$C@$%@*&

B

"

A$,<

"

@&<@$ A&<$"<@$%@$!此时5

"

@B

" 被&除馀04

而5为偶数!B为奇数时!6必为奇数!设6A">@$!则6

"

$">@$%

"

A*>$>@$%@$被&

除馀$$因为>(>@$为两个连续的自然数!其中必有一个为偶数%!所以此时5

"

@B

"

A6

" 无
解4

当5 A*C@-!BA*<@"时!5

"

A&C$"C@-%@& @$4

B

"

A$,<

"

@$,<@* A$,<$<@$%@*!所以此时5

"

@B

"被&除馀04仿上步可以证明此
时5

"

@B

"

A6

" 无解4

所以上表中!四个红色的$是不可能的4

综上所述!*整除5B4

所以!$"整除5B4

+回顾与反思,要证明一个式子被O整除!我们总可以用O的同馀类对所有的整数进行
分类讨论4

+问题*,已知自然数9小於0#!且*9 @0和%9 @,有大於$的公约数!则所有9的可
能值之和为$!!%4$"#$%年初二%

$)%$"*4!!$E%$$*4!!$'%$#*4!!$-%7*4

+分析,*9 @0(%9 @,看起来很简单!可要寻找最大公约数可不能用通常的辗转相除法!

但可以用一个"连
2

#的近似方法!即多次用9的数较小的式子去
2

9的数较大的式
子!而保留较小的那个不动4

+略解,4$*9 @0!%9 @,%A$*9 @0!-9 @$%A$9 @*!-9 @$%A$9 @*!0$$%4

8$*9 @0!%9 @,%有公因数$$4

8$$ W$9 @*%

89 @* A$$!""!--!**!此时9 A%!$&!"7!*#4所以答案为% @$& @"7 @*# A7*!故
选-4

+问题0,$$%在用数字$!"!-!*!0!,组成的
3

有重复数字的三位数中!是7的倍数的数
有$!!%4$"##7年初一%

$)%$"个!!$E%$&个!!$'%"#个!!$-%-#个
$"%若一个十位数"#$,5B"#$%是77 的倍数!则)@EA!!!!4$"#$%年六年级%

+分析,第一题是7的倍数!被7整除的数的特点是各位上的数字和可被7整除4怎
)

证
明的呢)

'7$'



因为5

$

5

"

-5

9

A5

$

V$#

9@$

@- @5

90"

V$#

"

@5

90$

V$#

$

@5

9

A5

$

V$7 @$%

90$

@- @5

90"

V$7 @$%

"

@5

90$

V$7 @$%@5

9

$

5

$

@5

"

@- @5

9

$I8D7%

第二题讨论的是77的倍数!与77最接近的是$##!所以我们可以考虑从右往左每两个
数字结合在一起4

"# $, 5B"# $% A"# V$#

&

@$, V$#

,

@5BV$#

*

@"# V$## @$%

A"# V$$#

"

%

*

@$, V$$#

"

%

-

@5BV$$#

"

%

"

@"# V$## @$%

A"# V$77 @$%

*

@$, V$77 @$%

-

@5BV$77 @$%

"

@"# V$77 @$%@$%

$

"# @$, @5B@"# @$%$I8D77%

$

%- @5B$I8D77%4

8%- @5BA77!得5BA",!所以*5 @BA" @, A&4

二&因数分解
因数分解常作为一种解

'

数论问题的方法!特别在出现了较多的数的乘法运算时4

+问题,,5!B!6!D是互不相等的正整数!且5B6D A**$!那
)

5 @B@6@D的值是$!!%

$"##,年初二%

$)%-#!!$E%-"!!$'%-*!!$-%-,

+分析,要从一个式子确定*个未知数的值!怎
)

做呢)因式分解4因为**$ A-

"

V%

"

!所
以-个不同的数可以是-(%和"$!还差一个怎

)

办)"$#来
4

4

85 @B@6@D A$ @- @% @"$ A-"4

+回顾与反思,此题可以变成$ V0 V% V-0($ V% V$$ V%%等等4

三&同馀
+问题%,若自然数F除以-馀"!除以*馀-!除以0馀*!则F除以$0所得馀数是

!!!!4$"#$"年初一%

+分析,一看题目!我们可能会想到中国剩馀定理!也即"大衍求一术#4但对不同数学
能力水准的小学生!最好的办法莫过於"列举法#4

+略解,被-除馀"的数有"!0!&!$$!$*!$%!"#!",!"7!-"!-0!-它们组成以"为首项!

-为公差的等差数列4被*除馀-的数有-!%!$$!$0!$7!"-!"%!-$!-0!-它们组成以-为首
项!*为公差的等差数列4两个数列中均有的项为$$!"-!-0!-它们组成以$$为首项!$" A

- V*为公差的等差数列4

此时!我们可以再加进"除以0馀*#的条件!我们可以考虑在$$!"-!-0!*%!07!-中找
到第一个满足所有条件的数07!之後的数是在此基础上加- V* V0 A,#4所以此题的答案
是$*4

'#"'



+讨论,对这一题!如果学生能注意到- 0" A* 0- A0 0* A$!就能得到F@$可被
-(*(0整除的结论!就可以更快得到结果4

+问题&,已知I!9$IX9%是正整数4

$$%若-

I与-

9 的末位数字相同!求I@9的最小值&

$"%若-

I与-

9 的末两位数字都相同!求I09的最小值4$"##&年初二%

+分析,M

I的末位数(末两位数是有规律的4这些题最重要的方法是$找规律%4

$ 找规律%是小学高年级数学竞赛中最重要的方法4

I $ " - * 0 , % & 7 $#

-

I的个位数字 - 7 % $ - 7 % $ - 7

-7%$-7%$-的圈!所以第一题的答案为$ @0 A,4

类似地!I从$起!-

I的末两位数字依次为#-!#7!"%!&$!*-!"7!&%!,$!&-!*7!*%!*$!

"-!,7!#%!"$!,-!&7!,%!#$!#-!#7!"%!-!圈节为"#4所以$I09%

I?9

A"#4

+回顾与反思,此题也可以变成,

I

(%

I等等4

四&不定方程
+问题7,使方程-F@"=A"##成立的正整数对$F!=%有$!!%4$"##&年初二%

$)%,,个!!$E%--个!!$'%-#个!!$-%$&个
+分析,这种方程有公式!但可以完全不记公式!而仅将数较小的未知数表示出来!

所以=A

"## 0-F

"

A$## 0F0

$

"

F!这样将整数部分分解出来以後就可以得出"WF4所以可

设FA"O!代入=A$## 0F0

$

"

F得=A$## 0-O4所以FA"O!

=A$## 0-

{
O4

要求其正整数解!只需求不等式"OX#

$## 0-OX

{
#

的O的范围# JOJ--

$

-

4进而可以求出

O可取$!-!--这--个正整数4对应地!原方程有--组正整数解4

五&一题多变
+问题$#,将五位数"#重复写*#-次组成一个"#$0位数*"$"-*0$"-*0$"-*0-#!从左

往右!先
0

去这个数中所有位於奇数位上的数字!得到一个新数&再
0

去新数中所有位於奇
数位上的数字&按上述规则一直

0

下去!直到剩下一个数字为止!则最後剩下的数字是
!!!!4$"#$0年五年级二试%

+分析,

!

4一个数是否被
0

除仅与其位置有关!所以我们如果可以确定最後剩下的数
'$"'



的位置序号!最後剩下的数就可以确定下来4

"

4"#$0是个较大的数!如何解)简单化4如将"#$0变成"#4

#

4对$!"!-!--!"#!第一次
0

除了所有的奇数$!-!--!$7!剩下所有的偶数"!*!

--!"#&第二次
0

除了形如"$"9 0$%的数"!,!$#!$&!剩下*的倍数*!&!$"!$,!"#&第三次
0

除了形如*$"9 0$%的数!剩下&和$,&第四次
0

除了&!剩下$,4

$

4分析$,的特点4$,的质因数只有"!而且是$ 0"#中质因数分解後"的次数最高的
项4由此得出猜想*最後剩下的应该是质因数分解後"的次数最高的项4可以取*#个数检验
一下看这个猜想是否成立4

%

4回到原题$!"!-!"#$0中"

$

# A$#"*是"的次数最高的项!所以最後剩下的应该是
第$#"*位上的数!该数是"*#4

+讨论,$$%"#$0年是考试当年的年份!考试中常出与年份有关的题!今年是"#$%!就可
以改成"#$%!此时解答变了

3

有)"#$&呢)"#$7呢)结果会改变的应是哪一个年份)$答案*

"#*&%$"%如果不是$"-*0重复!而是$"-*0,重复呢)$因为$#"*被,除馀*!所以结果还是
*%$"-*0,%呢)$$#"*被%除馀"!此时结果为"%4

讲座-个小时的时间过得很快!准备的讲稿只讨论到一半就结束了!希望以後有更多的
机会跟老师交流!互相学习4

最後!刘明艺老师对讲座进行了总结!他强调了两点!一是数学竞赛不应教学生硬套公
式!这不仅是因为公式易於忘记或记错!而是因为我们需要学生学会寻找公式的方法&二是
对数论知识!除了运用以学过的中学及大学数学知识外!更应多做多练多想4想要学生喜欢
数学!我们数学老师自己就要$迷%数学-

以前高中阶段的数学竞赛才涉及的高斯函数(不定方程!排列组合等!如今也已变成小
学生的玩意!我们教师需要与时俱进!才能为澳门培养更多(更盓出的人才4

参考文献!

陈传理%张同君!"##0"4竞赛数学教程!第二版"4北京$高等教育出版社4

裘宗沪!$770"4竞赛数学教程!第一版"$序4北京$高等教育出版社4
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也谈 " 数学的研究性学习 #

澳门数学教育研究学会 郑志民

什
)

是"数学的研究性学习#)为什
)

要开展"数学的研究性学习#)如何开展"数学的
研究性学习#)

古训示之*"学而时习之#4其意即学生$包括学者%除了学习'''包括阅读$观看%(

聆听(欣赏!更重要的是*练书写!练操作$弹(拉(吹(奏%!练绘画!练作!练解题!练作
文等4

但是!上述的各种活动都只是学生在学习中关於基础知识和基础技能$即双基%的学
习4

就$三角形的五心%这一
%

容而言!$五心的作图%只能是双基的
%

容之一4如果学生在
这方面学得不好!老师帮他$她%们再学习!只能是$补缺补漏%的双基再学习!如果把它当
成$数学的研究性学习%来看待!那将是"天大的误会#$甚至是$自欺欺人%!$误人又误己%

的做法%4

就$三角形的五心%而论!关於它的$数学的研究性学习% 起码要包括研究$三角形五
心%的

%

涵和外延等方面之$相关的数学课题%4

$数学的研究性学习% 是学生经过扎实的双基学习之後!老师$创设平台%!$深挖教
材%!$提出课题%!促使学生开展多方向的思维乃至於创造性的思维!发挥学生的探索和研
究能力!探研$一题多解%和$多题一解%!为学生进一步作$科学研究%打下初步的基础4

关於$数学的研究性学习%的这种$教学活动%无疑是"$世纪$数学教育%的新课题!它
将对学校教师的教学和学生的学习提出新的挑战4这种$新的教学活动% 也将对学校的行
政$特别是分管教学的行政%人员!就如何领道教学!考察教师!总结教学经验!推广新的有
效$乃至高效%的教学模式和方法等方面提出新的要求4它也将使学校的数学教学和数学
教育提高到一个新的台阶!因而出现一大批既有扎实的学科教学和学科教育的基础功底!

又有学科研究能力的真正的$卓越教师%$而非$就书教书%!$埋头拉车% 的$教书匠%%!名
师也将

5

颖而出4

时代在前进!形势逼人!催人奋进4

基於上述的分析!澳门的数学教学和数学教育也将出现一个崭新的局面!喜人的局面!

优秀的人才也将不断盠现4

下面将以$典型案例%提供$数学的研究性学习%之范例4

'-"'



一&垂心定义再理解(四个垂心齐显现4

...例说$数学的研究性学习%之"一#4

三角形的三条高瞃相交於一点"三角形的垂心定理#4这一点被称为三角形的垂心4

由三角形的垂心定理和三角形的垂心定义!可以探研出以下的结论*

$$%三角形的任何两条高瞃的交点!就是三角形的垂心4

$"%锐角三角形的垂心在三角形
%

!直角三角形的垂心就是三角形的直角顶点!钝角
三角形的垂心在三角形外4

$-%三角形的两条高钱交於+!则第三个顶点与这个点+的连瞃!必垂直於第三边$顶
点的对边%4

若+是
%

)E'的垂心!则必有)+

&

E'!E+

&

)'!'+

&

)E!也就是说!在这样的四个
点)(E('(+中!任何两点的连瞃必垂直於其馀两点的连瞃4

$*%平面上的四个点)(E('(-中!若有一点是其馀三点连瞃所成的三角形的垂心!那
)

这四点中任何一个点都必定是其馀三点的连瞃所成的三角形的垂心$如-是
%

)E'的垂
心!)为

%

E'-的垂心!E为
%

'-)的垂心!'为
%

-)E的垂心%4这样的四个点合称为一个
垂心组4

'*"'



如上面四个图$图$中
%

)E'为锐角三角形!图"中
%

)E'为顿角三角形!图-中
%

)E'为直角三角形%中!+是
%

)E'的垂心!则有一个垂心组'''+是
%

)E'的垂心!)是
%

E'+的垂心!E为
%

')-的垂心!'为
%

)E+的垂心4

$0%+为
%

)E'的垂心!则有
'

E+'A$&#Y0

'

E)'$如图$!图" 0$%

或
'

E+'A

'

E)'$如图" 0"!图" 0-%

请仔细看看图$!图" 0$!图" 0"!图" 0-!再研究*

$5%有哪些角相等或互补)$例如!图$ 中!

'

1E+ A

'

,'+!图" 0$ 中!

'

)E+ A

'

)'+!而图" 0"中!

'

)E+与
'

)'+互补%4

$B%有哪些三角形是相似三角形)$例如!

%

)E-!

%

'E1!

%

)+1!

%

'+-等都彼此相似%4

$6%分别以)E!E'!')$见图*%及以)+!E+!'+为直径作圆$见图0%!则这些圆分别
经过-(,(1中哪两点)$即可得)(E(-(,四点共圆&E('(,(1四点共圆&'()(1(-四点共
圆&以及)(1(+(,四点共圆&E(-(+(1四点共圆&'(,(+(-四点共圆%4

二&$重心定理%再探索($三点共瞃%齐亮象
...例说$数学的研究性学习%之"二#4

三角形的三条中瞃相交於一点(这个点到一边的中点的距离等於这边上的中瞃长的三
分之一$三角形的重心定理%4这一点被称为三角形的重心4

根据关於三角形重心定理和三角形的重心定义可以推出以下的结论*

$$%三角形的两条中瞃的交点!就是三角形的重心4三角形的重心!必在三角形
%

4

$"%

%

)E'的重心Z到E'边的中点$的距离Z$等於中瞃)$之长的$

-

!从而Z到E'

的距离Z%等於交)-之长的$

-

$见图$%4

'0"'



$-%若Z为
%

)E'的重心!则以Z为公共顶点的三个三角形
%

ZE'(

%

Z')(

%

Z)E的
面积都相等!都为

%

)E'的面积的$

-

4

$*%过三角形的重心Z所作的平行的一边的直瞃!把原三角形分成两部分$其中一个为
三角形!另一个为梯形%!这两部分的面积之比为*504

事实上!因为Z为
%

)E'的重心&过Z作E'的平行瞃交)E()'於-(,!则(

%

)-,

5(

%

)E'

A*57!(

%

)-,

5(梯形-E',

A(

%

)-,

5$(

%

)E'

0(

%

)-,

%A*5$7 0*%A*50$见图"%4

$0%$(/(%分别为
%

)E'的各边E'(')()E的中点&

%

)E'的重心Z就是
%

$/%$这
样的

%

$/%!也称为三角形的中点三角形%的重心$此时
%

$/%与
%

)E'中!$/

(

)E!/%

(

E'!%$

(

)'!因此)$平分%/!E/平分%$!'%平分$/!因此Z也是
%

$/%的重
心%$见图-%4

$,%在
%

)E'中!如果延长中瞃)$至)K!使)$ A$)K!延长中瞃E/至EK!使E/A

/EK!延长中瞃'%至'K!使'%A%'K!则'K()(EK共瞃&)K(E('K共瞃&)K('(EK共瞃4

事实上!据上述的作图可知!)E'EK(E')'K以及)E)K'均为平行四边形!因此)EK

(

E'()'K

(

E'!E'K

(

)'(E)K

(

)'!')K

(

)E('EK

(

)E!因此有'K()(EK共瞃&)K(E('K共
瞃&)K('(EK共瞃$见图*%4

$%%据$,%可知
%

)E'

) %

)E'K

) %

)'EK

) %

)KE'&

%

)E'

* %

)KEK'K&(

%

)KEK'K

A

',"'



*(

%

)E'

!%

%

)KEK'K

A"%

%

)E'

$见图*%4

请研究!如果
%

)E'为正三角形时!又可得到什
)

新结论)

三&

$

"外&旁#心定理再反思&数学研究谱新篇
...例说$数学的研究性学习%之"三#4

$4三角形的三条
$

角平分瞃相交於一点"三角形的
$

心定理#4这一点被称为三角形的
$

心4

由三角形的
%

心定理和三角形的
%

心定义!可以推出如下的结论*

$$%三角形的两条
%

角平分瞃的交点!就是三角形的
%

心4三角形的
%

心必在三角形
%

4

$"%三角形的
%

心&到三角形$

%

)E'%的三边的距离相等!如图$中!&%A&[A&(!因
此以&为圆心!&%为半径作圆!就必与

%

)E'的各边相
切$切点为%([((%4圆&叫做

%

)E'的
$

切圆(

%

)E'

叫做圆&的外切三角形4

$-%三角形的两条
%

角平分瞃的交点是唯一的!所
以每个三角形有而且也只有一个

%

心4可见每一个三
角形有而且只有一个

$

切圆4

"4三角形的三边的中垂瞃交於一点4这个点到三
角形的三个顶点的距离相等"外心定理#4这一点叫做
三角形的外心4

三角形的$外心%!通常用大写英文字母!表示4

由上面的图" 0$$%!图" 0$"%!图" 0$-%可以看出*

$$%锐角三角形的外心!在三角形
%

&钝角三角形的外心在三角形外&直角三角形的外
心在三角形的斜边上并且外心就是斜边的中点4

$"%

%

)E'的外心!到三个顶点)(E('的距离相等!因此以!为圆心!以!)为半径作
圆!必定经过

%

)E'的三个顶点)(E('4

'%"'



三个顶点都在同一个圆周上的三角形!叫做圆的
$

接三角形!而这个圆!就叫做这个三
角形的外接圆4

$三角形的外心%就是三角形的外接圆的圆心4

$-%每个三角形必有一个而且只有一个外接圆4从而知道(经过不在一直瞃上的三点(

可作一个而且只可作一个圆4

$*%三角形的外心必在任意一边的中垂瞃上!因此三角形外接圆的弦之垂直平分瞃必
经过外心4

$0%由$直角三角形的外心是斜边的中点%可知!以直角三角形的斜边为直径的圆必经
过直角顶点4从而知!$直角三角形中(斜边的中瞃长等於斜边长的一半%4以及$半圆

$

上立
於直径的弓形角%"或者说(直径所对的圆周角#必是直角4

$,%如图" 0$*%!!为
%

)E'的外心!则有
'

E!'A"

'

)!

或者
'

E!'A-,#Y0"

'

)$请读者证明%4

-4三角形的任何两条外角的平分钱和
另一

$

角的平分瞃相交於一点$这样的交
点有三个%!这些点分别与三边的距离相等
"三角形的旁心定理#4这三个点叫做三角
形的旁心4

以旁心为圆心(以旁心到三角形三边
的距离为半径所作的圆与三角形的三边
"或其延长瞃#相切!这个圆叫做三角形的
旁切圆4每个三角形有三个旁切圆!旁切圆
的圆心均在三角形外$见图-%4

由三角形的旁心定理和旁心定义!可
以看出*

'&"'



$$%如图-可知!'&

"

是
'

)'E的外角
'

)'EK的平分瞃!'&

$

是
%

)E'中!

'

)E'的另
一外角

'

E')K的平分钱!而
'

)'EK与
'

E')K是相等的对顶角!因此&

$

('(&

"

共瞃&同理&

$

(

E(&

-

共瞃&&

"

()(&

-

也共瞃$见图-及图- 0$%4

$"%由旁心定理和旁心定义!可知)&

$

(E&

"

('&

-

分别是
%

)E'的
%

角
'

E)'(

'

)E'和
'

')E的平分瞃!据三角形的
%

心定理可知)&

$

!)&

"

!)&

-

相交於一点&$&为
%

)E'的
%

心%4

因此)&

$

!E&

"

!'&

-

共点於&$此点即为
%

)E'的
%

心%$见- 0"%4

$-%由於&

$

!'!&

"

共瞃!且&

$

&

"

就是
%

)E'中
'

)'E的外角
'

)'EK的平分瞃!而'&

-

是
%

)E'中
'

)'E的平分钱$

%

)E'的
%

角平分瞃%!因此&

$

&

"

&

'&

-

&同理&

"

&

-

&

)&

$

!&

$

&

-

&

E&

"

4也即
%

&

$

&

"

&

-

$

%

)E'相应的旁心三角形%的三条高交於&是
%

&

$

&

"

&

-

的垂心!也即
%

)E'的
$

心与相应的旁心三角形的垂心重合$见图- 0"%4

四&$五心相"晖#映%擦火花($奇妙结论%共观赏
...例说$数学的研究性学习%之"四#4

由前面的研究!得到五种共点瞃!包括三角形的高瞃交於三角形的垂心&三角形的三条
中瞃交於三角形的重心&三角形的三条

%

角平分瞃交於三角形的
%

心&三角形的三条边的
中垂瞃交於三角形的外心&三角形一条

%

角平分瞃与相应的其他两个
%

角之外角的平分瞃
交於三角形的三个旁心4

$三角形的五心%有各自独立的性质以及相关的课题4

如果$五心%互相联(互相包容(互相渗透!更可以推出许多$奇妙的结论%!真是$五
'7"'



心相"晖#映%擦火花($奇妙结论%好观赏-

$4从$三角形的五心%的定义可知!三角形的旁
心一定在三角形的外边&三角形的

%

心和三角形的
重心定在三角形

%

部&而三角形的外心和垂心!则有
可能在三角形的

%

部(外部或边上4

"4若
%

)E'是等腰三角形有且仅有一双边)E!

)'相等!则角平分钱).(中瞃)$!高)-相重合!合
而为一!但

%

心(重心(垂心?不重合为一点4若
%

)E'是等边三角形!则它的
%

心(外心(重心(垂心
重合!合而为一(若

%

)E'的边)E()'不相等!则角
平分瞃).(中瞃)$(交)-必不重合!则它的重心(

外心(垂心谍也不重合&这时!).必定位於)$()-

之间$见图$%$请读者自己证明%4

-4从三角表的旁心定理和旁心定义!可推出三
角形的

%

心&(三角形的三个旁心&

$

(&

"

(&

-

共四个点
组成一个垂心组!即&是

%

&

$

&

"

&

-

的垂心!&

$

是
%

&&

"

&

-

的垂心!&

"

是
%

&&

$

&

-

的垂心!而&

-

是
%

&&

$

&

"

的垂心
$见图"%4

*4三角形$非直角三角形%的三条高的垂足连成的三角形!叫做原三角形的垂足三角
形4如图-和图*中!-(,(1是

%

)E'的三条高的垂足&

%

-,1就是
%

)E'的垂足三角形4

由此!可以看出*

$$%由图-和图*!可知*

%

)E'的高正好就是
%

-,1的
%

角或外角的平分瞃4)-是
'

,-1的平分钱$

'

)-,A

'

)-1%&E,('1分别是
'

-,1(

'

-1,$或其外角
'

-,1K(

'

-1,K%的平分瞃$注意到
%

)E'中四点共圆!学生可自己作出证明%4

$"%於是!可进而看出*若
%

)E'是锐角三角形$图-%!则它的垂心+就是它的垂足三
角形-,1的

%

心$三个顶点)(E('是
%

-,1的旁心%4若
%

)E'是钝角三角形$图*%!则它
的垂心+是它的垂足三角形-,1的旁心$

'

E)'为钝角的情形下*)为
%

-,1的
%

心!E('

'#-'



是
%

-,1的旁心%4

04三角形的任一顶点到垂心的距离!等於外心到对边的距离的二倍4

+已知,+是
%

)E'的垂心!!是外心!$(/("分别是E'(')()E的中点$从而!$

&

E'!!/

&

')!!"

&

)E&即!$(!/(!"为!到E'(')()E的距离%4

+求证,)+A" V!$!E+A" V!/!'+A" V!"4

+证法一,如图0!取E+的中点%&

连%$(%"4由"%

(

)+($%

(

'+及)+

(

!$('+

(

!"!得
"%

(

!$($%

(

!"&因此!得!"%$为平行四边形&

从而!由!$

+

"%("%A

$

"

)+!就证得!$ A

$

"

)+4

同理!有!" A

$

"

'+!!/A

$

"

E+4

也就是*)+A".!$!E+A".!/!'+A".!"4

+证法二,如图,!以!为圆心!作出
%

)E'的外接圆4引直径'!-&连-E(-)!则-E

&

E'!-)

&

)'4已知)+

&

E'(E+

&

)'!故得-E

(

)+!-)

(

E+&即!)-E+为平行四边形4

所以!-EA)+4但!$ A

$

"

-E!於是!得)+A" V!$4

+证法三,如图%!连$"4由$"

(

)'(!$

(

+)(!"

(

+'!就可得到
%

!"$

*%

+')!

且相似比为"$5)'A$5"4因此!得!$

)+

A

!"

'+

A

"$

)'

A

$

"

4也就是!证得" V!$ A)+!"

V!" A'+4

据这个定理!容易想到*若!$等於零!则)+也等於零&即!当外心!落在边E'的中点
$时!垂心+落在顶点)上4这正是

%

)E'为直角三角形的情形4

,4任一三角形的外心(垂心(重心!都在同一直线上4这条直瞃叫作三角形的尤拉
$,7<GN%瞃4

+证明,设!(+为
%

)E'的外心和垂心!连!+&作E'边上的中瞃)$!交!+於Z4$如
图&所示%4

要证这个交点Z就是
%

)E'的重心!只要证得)Z5Z$ A"5$即可4

'$-'



由)+

(

!$得
'

+)ZA

'

!$Z!

'

)+ZA

'

$!Z&

因此!

%

)+Z

* %

$!Z4

从而有)Z5Z$ A)+5$!4

但!)+A" V!$$见本部分0%&即)+5$!A"5$4故
)Z5Z$ A"5$&也就是!Z为三角形)E'的重心4

可见!重心Z必在直瞃!+上4

这样!就证明了*

%

)E'的外心!(垂心+(重心Z在同一
直瞃上4

+注意,任一三角形的外心!(重心Z(垂心+必在同一直瞃上&但
%

心&则未必也在这
一直瞃!+上4

%4设!(+为
%

)E'的外心和垂心&又!&为
%

)E'的
%

心
$)&是

'

E)'的平分瞃%4如图7!以!为圆心!作
%

)E'的外接
圆&又!作出直径)!,及E'上的高)-&则

%

)E,

*%

)-'4从而
就得到*

'

E)!A

'

')+&

从而可推出*

'

!)&A

'

+)&4

这说明*)&不仅是
'

E)'的平分瞃!而且还是
'

!)+的平
分瞃$或说!不仅直瞃)E()'关於)&为对称!而且)!()+也关
於)&为对称%4象这样的两瞃)!()+!就叫作

'

E)'的等角瞃4

$一般地讲!若经过某角的顶点的两条直瞃关於这个角的平分瞃成对称!就说这两条直瞃是
这角的等角瞃%4很明白!对於!(+这两点来说!不仅有$)!&)+关於)&为对称%!而且也还
有$E!&E+关於E&为对称('!&'+关於'&为对称%&象这样的两点!(+!就叫作

%

)E'的
等角共轭点&或者说!这样的两点关於

%

)E'互为等角共轭点$即!!是+的等角共轭点!+

是!的等角共轭点%4

在三角形的各心之中!外心与垂心互为等角共轭点!而
%

心则是自等角共轭点$即!

%

心的等角共轭点是它自身%4

&4如图$#!

%

)E'的
'

)的平分瞃!与外接圆相交於%&

以%为圆心(%'为半径作圆!与直瞃)%相交於两点&和&

$

4

可以证明!这两点&(&

$

正好就是
%

)E'的
%

心和旁心4

+证明,据已知!)%为
'

E)'的平分瞃8%是 )

E%'的中点!

8

) )

%EA%'!%EA%'4

据%&A%'!可知
'

%&'A

'

%'&4

但
'

%&'A

'

%)'@

'

)'&!

而
'

%'&A

'

%'E@

'

E'&!

且
'

%)'A

'

%)EA

'

%'E$同弧上的圆周角%4

'"-'



於是!得
'

)'&A

'

E'&4

可见!'&是
'

)'E的平分瞃4

从而!&点是两条
%

角平分瞃$)%('&%的交点&也就是!&为
%

)E'的
%

心4

再者!由'&

&

'&

$

$直径&&

$

上的圆周角
'

&'&

$

A7#Y%及'&是
'

)'E的平分瞃!就推得
'&

$

必是外角
'

E'\的平分瞃4於是!&

$

就是
%

角平分瞃)%与一条外角平分瞃'&

$

的交点&

也就是说!&

$

为
%

)E'的一个旁心4

如上述!还可看到*三角形
$

心与旁心连成的瞃段(被外接圆所平分4

,

74每个三角形都有一个外接圆和一个
%

切圆&但是!其他的多边形$例如!四边形(五
边形(等等%就不一定有外接圆!也不一定有

%

切圆!当然!更不一定既有外接圆(同时又有
%

切圆4

既
%

接於一个圆(同时又外切於另一个圆的多边形!叫作双心多边形4

三角形是最简单的双心多边形&$它有一个外心和一个
%

心%4下面!我们就来研究它的
外接圆半径(

%

切圆半径与两圆连心瞃之间的关!从而得出一个关於三角形的外心和
$

心之间距离的定理$见图$$%4

设2(N分别为
%

)E'的外接圆及
%

切圆半径!D为这两圆的圆心$即外心!与
%

心&%之
间的距离!也就是D A!&4

连直瞃)&?延长!交外接圆!於%&则%为)

E'的中点4作直径%[$

&

E'%!连['(%'$图
$$%4设

%

切圆&与)'相切於*$&*AN%4在直角三角形[%'()&*中!有
'

%['A

'

&)*!

故
%

[%'

* %

)&*4

因此![%5)&A%'5&*4

於是!得到[%.&*A)&.%'4

但[%A"2!&*AN!且%'A%&&

8"2NA)&.%&4

据$圆的相交弦定理%!得
)&.%&A$2@D%.$20D%A2

"

0D

"

4

因此!"2NA2

"

0D

"

&也就是!D

"

A2

"

0"2N4

上面的式子即"2NA2

"

0D

"

!有时也写作
$

2@D

@

$

20D

A

$

N

4

据公式D

"

A2

"

0"2N可知*由已知的外接圆半径$2%和
%

切圆半径$N%!就可以按这个
公式来推算出三角形的外心!与

%

心&之间的距离$D%4特别地!在正三角形的情形!有2A

"N!从而D A#4

上面得到的这个关於三角形的外心和
%

心之间距离的定理是*"设2(N为三角形的外
接圆和

%

切圆的半径!则三角形的外心和
%

心之间的距离为D A 2

"

0"槡 2N#!称为察坡
"'P5MM<G#定理&有时也称它为尤拉""4,7<GN#定理4

'--'



$#4+已知,)K(EK('K是
%

)E'的各边E'(')()E的中点&

+求证,$$%

%

)E'的外心是
%

)KEK'K的垂心&$"%

%

)E'的垂心+与顶点'连瞃的中
点是

%

)KEK'K的垂心4

+证明,$$%据已知!

%

)E'的各边的中垂瞃!就是
%

)KEK'K的各边上的高瞃!故
%

)E'

的外心正好是
%

)KEK'K的垂心6如图$"$$%74

$"%设+'的中点为+K&)K+K为
%

'+E的中位瞃6如图$"$"%74!故)K+K

(

E+!因而
)K+K

&

)'&又'1

&

)E!则'1K

&

)KEK!而+K在'1K上&由+K为)K-K和'1K的公共点!可
知+K为

%

)KEK'K的垂心4

$$4+已知,在
%

)E'的外接圆上!取)

E'(

)

')(

)

)E的中点)K(EK('K4

+求证,

%

)E'的
%

心是
%

)KEK'K的垂心$见图$-%4

+证明,据已知))K(EEK(''K分别是
%

)E'的各角的平分
线!故它的交於&!是

%

)E'的内心4

设))K(EEK(''K分别与
%

)KEK'K的边EK'K('K)K()KEK相交
於%([((&如图$-!

'

$所对的弧为
!

!

'

)KEK'K所对的弧为
"

@

#

&又!

'

"所对之弧为
#

!而!

'

)K'KEK所对之弧为
"

@

!

&故得
'

$ @

'

)KEK'KA

"

@

!

@

#

A

'

" @

'

)K'KEK4但
'

$ @

'

" @

'

)KEK'K@

'

)K'KEKA$&#Y!故
'

$ @

'

)KEK'KA7#Y&因此!

'

)K%EKA$&#Y0$

'

$ @

'

)KEK'K%A7#Y4这就证明了))K

&

EK'K4同理!可证EEK

&

'K)K!''K

&

)KEK4所以))K(EEK(''K的
交点&是

%

)KEK'K的垂心4

$"4设
%

)E'为等腰三角形!一圆!切
%

)E'二腰)E()'

於-(,!又切外接圆於*4试证明-,的中点$为
%

)E'的
%

心
6第"#

"

国际数学
#

林匹克$$7%&年在罗马尼亚举行%的第四
道竞赛题$见图$*%74

+证法$,利用圆周角定理$见图$*%4

设切圆的圆心为!!连!,(!*(*,(*'('$()$!据切瞃长

'*-'



相等知!)-A),!故
%

)-,为等腰三角形4

今已知$为-,的中点!因此)$为底边-,的中瞃!故)$平分
'

-),4於是)$延瞃
过!且为E'的中垂瞃4因此)$过

%

)E'的外心!所以通过二圆切点*4

今)*为外接圆直径!故
'

)'*A2O

'

!

8!,

(

*'&

又
'

)$,A2O

'

!

8$(,('(*共圆4

'

,'$ A

'

,*$ A

'

!,*A

'

,*'A

'

,$'A

'

$'E4

8'$平分
'

'4故$为
%

)E'的
%

心4

+证法",利用相似形$见图$0%

9)-A),$切瞃长相等%

故
%

)-,为等腰三角形4)$为底边的中瞃!故)$平分
'

-),!也即平分
'

E)'4

因此!)$延瞃通过!$切圆的圆心%!又为E'的中垂瞃4

故)$通过外接圆心4因而也通过两圆的切点*4故)*为外
接圆的直径4设它交E'於%!连*'(!,!又引$/

&

)'於/4

今!,

&

)'!故$/

(

!,

(

*'!

8

)!

)*

A

),

)'

A

)$

)%

4

8

)!

)*0)!

A

)$

)%0)$

!即)!

!*

A

)$

$%

4

但
%

)!,

* %

)$/!故)!

!,

A

)$

$/

4

又!*A!,!8

)$

$%

A

)$

$/

!即$%A$/4

故$在
'

'平分瞃上!因而$为
%

)E'的
%

心4

+证法-,$见图$,%!今$为等腰
%

)-,底边-,的中点!故)$平分
'

E),且为-,的
中垂瞃4又

%

)E'也为等腰三角形!故顶角
'

E)'的平分瞃
也为底边E'的中垂瞃4

於是)$延瞃过切圆圆心及
%

)E'的外心4

因此!)$过二圆切点*4

连*-(*,!则*-A*,4又
'

- A

'

*!

'

)'*A7#Y!从
而

'

,'*A7#Y4

82O

%

*-$

)

2O

%

*,'4

8,'A-$ A$,4

但,$

&

*$!从而
'

*$,A7#Y!

%

*,$

) %

*,'4

故,*平分
'

'*$!即
'

0 A

'

,!

'0-'



但
'

, A

'

% A

'

$!

'

0 A

'

"!

8

'

$ A

'

"!'$平分
'

'4

故$为
%

)E'的
%

心4

+证法*,利用分角瞃及相似形性质$见图$%%4

首先想到的是
%

)E'的
%

心是三个
%

角平分瞃的交点4

)$是
%

)E'的
'

E)'平分瞃!只要证E$是
'

)E'的平分
瞃!那

)

$便是
%

)E'的
%

心4

9-,

(

E'!8

'

$ A

'

"4

现在只要证
'

- A

'

$!也就是证-EA-$就行4

由於!-

&

)E!*E

&

)E$)*为外接圆直径!如前证%!

8!-

(

*E!

)-

-E

A

)!

!*

A

)!

!-

4

又
%

)!-

* %

)-$!8

)!

!-

A

)-

-$

!即)-

-E

A

)-

-$

4

8-EA-$!8

'

- A

'

$ A

'

"4

因此E$平分
'

)E'!故$为
%

)E'的
%

心4

+证法0,有关二圆相切的题目!过切点引二圆的公切
瞃很有帮助4从这思路出发!又是一法$见图$&%4

过*引二圆公切瞃EK'K交)E()'延瞃於EK('K4圆!

为
%

)EK'K的
%

切圆!'K!是
'

)'KEK的平分瞃4

由於E'

(

EK'K$同垂直於)*%!

因此
%

)E'

* %

)EK'K4

如能证得'$

(

'K!!则'$是
'

)'E的平分瞃4

要证'$

(

'K!!可试证同位角
'

$ A

'

"4

9

'

,$*A

'

,'*A2O

'

!

8$(,('(*共圆!$

'

*$,@

'

*', A" V7#YA

$&#Y%8

'

$ A

'

-4

又
'

!,'KA

'

!*'KA2O

'

!

8!(,('K(*共圆48

'

- A

'

"4

8

'

$ A

'

"!'$

(

'K!4

故'$为
'

)'E平分瞃!8$为
%

)E'的
%

心4

+证法,,如图$7!

%

)E'为等腰三角形4

设*是两圆的切点!&是%[的中点&连)*及E*(%*(E&4

由於
%

)E'是等腰三角形!所以)*是
%

)E'的外接
圆的直径4又!与

%

)E'的外接圆
%

切於*的圆和)E()'

相切於%([!所以)%A)[&因此!%[的中点&必在)*上!

',-'



且)&平分
'

%)[!)&

&

%[4於是!有) )

%*A[*&从而得
'

E%*A

'

%[*A

'

[%*4由此!又
推得

%

%E*

)%

%&*$(!2O

'

!5%!8%EA%&4这样一来!就得到
'

$ A

'

-!而
'

$ A

'

"$据
%[

(

E'%&故
'

- A

'

"4即!E&平分
'

)E'4可见!这点&是
'

E)'的平分瞃)&与
'

)E'

的平分瞃E&的交点4也就是!&点是
%

)E'的
%

心4

$-4若在
%

)E'的外侧作正三角形
%

E')K(

%

')EK

%

)E'K!则))K(EEK(''K三瞃相交
於一点$此点称为费马"1GNI5O#点%$见图"#%4

+证法$,作
%

E')K的外接圆!交))K於!!连!E(!'4

因)K('(!(E共圆!故
'

E!'A$&#Y0

'

E)K'A$&#Y0,#YA$"#Y4

又
'

'!)KA,#YA

'

E!)K$

)
')KA,#

)

YAE)K%!

故
'

'!)A$&#Y0

'

'!)KA$"#Y4

又
'

)EK'A,#Y!8'(!()(EK共圆4

8

'

)!EKA

'

)'EKA,#YA

'

E!)K!

8E(!(EK共瞃!即))K!EEK交於!!

同理可证'(!('K也共瞃!即))K!''K也相交於!!

故))K(EEK(''K三瞃共点於!'''费马"1GNI5O#点4

+证法",利用旋转法及全等形$见图"$%4

设EEKV''KA!!则
'

'!EKA,#Y$因
%

')'K绕)

依逆时针方向旋转,#Y可与
%

EK)E砯合!此时''K重合於
EKE%4

连!)(!)K!作等边
%

'!;4

今'!A';!')A'EK!

'

!';A

'

)'EKA,#Y!

又
'

)'!A

'

EK';$等
2

%!

故
%

'!)

) %

';EK

因此
'

'!)A

'

';EKA$&#Y0

'

';!A$&#Y0,#YA$"#Y4

其次!把
%

'!)K绕'依顺时针方向旋转,#Y可与
%

';E砯合!

所以
'

'!)KA

'

';EA,#Y!

故
'

'!)@

'

'!)KA$"#Y@,#YA$&#Y4

即)(!()K共瞃4本题得证4

+证法-,设EEKV''KA!!连)!(!)K!把
%

')'K绕
依逆时针方向旋转,#Y便与

%

EK)E砯合$见图""%4

故
'

'!EKA,#YA

'

')EK4

8'(!()(EK共圆!

'

)!EKA

'

)'EKA,#YA

'

)'KE4

8)(!(E('K共圆!

'%-'



'

)!EA$&#Y0

'

)'KEA$&#Y0,#YA$"#YA

'

)!'4

因此
'

E!'A$"#Y!故E(!('()K共圆4

'

E!)KA

'

E')KA,#Y!

8

'

)!E@

'

E!)KA$&#Y!

故)!(!)K为一直瞃4

则))K!EEK!''K三瞃相交於一点!4

,

+注,$证法$%至$证法-%均视
%

)E'的任何一
%

角均不为$"#Y而加以研究4

当
%

)E'有一角为$"#Y$例如!

'

)A$"#Y%时!则结论是显而易见的$这时!E)()EK成
为一直瞃EEK!'K)()'成为一直瞃'K'!EEK与'K'交於)!从而))K与EEK(''K都经过)

点%4下面!就
%

)E'的各角都不为$"#Y的情形来证明4

+证法*,假定EEK(''K相交於点[$非)点%&连)[([)K4

首先!由於)EA)'K!)EKA)'!及
'

E)EKA

'

E)'@,#YA

'

'K)'!

故
%

E)EK

) %

'K)'4

从而知!)与EEK的距离等於)与''K的距离$9全等三角形的对应边上的高相等%&

因此![)为
'

EK['K的平分瞃4

由
'

)EK[A

'

)'[!推得)([('(EK共圆&

故
'

EK['A

'

EK)'A,#Y!

'

EK[)A

'

EK')A,#Y&8

'

)['A$"#Y4

又由补角定义知
'

E['A$"#Y4

因
'

E)K'A,#YA$&#Y0

'

E['!

故[(E()K('共圆&从而
'

'[)KA

'

'E)KA,#Y4

所以
'

)['@

'

'[)KA$"#Y@,#YA$&#Y4

也就是!)[([)K为一直瞃$即!))K经过[点%4

这样就证明了*))K与EEK(''K相交於一点[4

上述的这个[点!叫作
%

)E'的正等角中心&它也是三角形的巧合点之一4

$*4+已知,)-是
%

)E'的一条高瞃&以)E()'

为边!在
%

)E'的外侧作正方形)E,1和正方形
)'Z+$见图"-%连EZ(,'4

+求证,)-(EZ(',相交於一点4

+证明,延长-)至;!使);AE'&连1;(;+!

推得
%

;)+

) %

E')!

%

;)1

) %

'E)$>454>%!

'

;)+A

'

E')!

'

;)1A

'

'E)!4连;'(;E!从而
可以推得

%

;)'

) %

E'Z!

%

);E

) %

'E,$>454

>%!於是
'

)';A

'

'ZE!

'

;E)A

'

E,'!从而可
推得*EZ

&

;'!',

&

;E4$

'

;'$@

'

'$ZA

'

$Z'@

'

'$ZA7#Y!同理
'

;E/@

'

,/EA7#Y%

'&-'



这样一来!)-(EZ(',就是
%

;E'的三条高瞃!所以!这三瞃)-(EZ(',必相交於一点4

$04如图"*!)E是圆!的直径&通)(E作圆!的切瞃)%(E[!与圆!的另一切瞃%'-相
交於%([!'为%[上的切点!过'作'-

&

)E!-为垂足!

+求证,)[(E%('-共点4

+证明,设%E('-相交於(点!因%'A%)!['A[E!故
'(

'%

A

[E

[%

A

['

[%

!

(-

%)

A

-E

)E

&又'-

&

)E!8'-

(

E[

(

%)!

['

[%

A

E-

E)

A

-E

)E

4因此'(

'%

A

(-

%)

&由%'A%)!即得'( A(-4也就
是!(是'-的中点4

又!设)[('-相交於(K&同理!证明得(K也是'-的中点4然而'-只有一个中占!故(K

与(相重合4因此!)[(E%('-三瞃共点4

$,4+已知,如图"0所示!直瞃F(=相交於!点!在F

上!取三点)(E('!使!)A)EAE'&又在=上!取三点
"($(/!使"!A!$ A$/4

+求证,三直瞃")($'(/E相交於一点4

+证明,设/E与$'相交於(点4连$)!则$)为
%

!E/的中位瞃&故$)

(

/E4再由(E$即/E%

(

$)及E为)'的中点!得知(为$'的
中点4

连"'!则'!为
%

'$"的中瞃!从而)为
%

'$"的重心4因此!")也是
%

'$"的中瞃&

故")必经过$'的中点(4这就证明了*")($'(/E恰巧相交於一点(4

$%4+已知,在
%

)E'的外侧作正方形)E-,()'1Z4

+求证,EZ(',(-1共点$见图",%4

+证明,由於
'

E)ZA7#Y@

'

E)'A

'

,)'及)EA),!)ZA)'!故
%

)EZ

)%

),'4

设EZ(',的交点为;&连);及;-(

;14由
'

)Z;A

'

)1;$全等三角形的
对应角相等%!知)(;('(Z共圆4

因此!

'

Z;'A

'

Z)'A7#Y!连'(

Z!则有
'

);Z A

'

)'Z A *0Y&故
'

);'A$-0Y4

又
'

)1'A*0Y!故
'

);'@

'

)1'

A$&#Y4

因此!)(;('(1共圆!故
'

);1 A

'

)'1A7#Y4

同理!由)(,(-(;共圆!推得
'

);EA$-0Y&

再由)(-(E(;共圆!得
'

);-A

'

)E-A7#Y4

'7-'



於是!由
'

);1A7#Y!

'

);-A7#Y!可知-;1为一直瞃&即-1经过;点4

这样!就证明了EZ(',(-1共点;4

$&4+已知,

%

)E'中内切圆&与各边E'(')()E相交於-(,(1$如图"%%4

+求证,)-(E,('1相交於一点4

+证明,设E,('1相交於;点&连);!交E'於-K$我们来证明)-K就是)-&也就是要
证明-K(-相重合4%

因-(,(1分别为圆&各边上的切点!故有
),A)1!E1AE-!'-A',4

於是!要证-K(-相重合!就要先来证出E-KAE1!'-KA',4

过)!作E'的平行瞃与E,('1的延长瞃分别相交於](#4

由
%

);]

* %

-K;E及
%

);#

*

%

-K;'!可知
)]

-KE

A

);

-K;

A

)#

-K'

&即)]

)#

A

E-K

-K'

4

又由
%

)],

*%

'E,及
%

)#1

*

%

E'1!知
)]

'E

A

),

',

!

)#

E'

A

)1

E1

&

因此!

)]

)#

A

),

',

.

E1

)1

4

但!

%

切瞃长相等知!),A)1!E1AE-!',A'-4

故得)]

)#

A

E-

-'

4

这样一来!就得到E-K

-K'

A

E-

-'

&

利用合比定理!得E-K

E'

A

E-

E'

4

於是!有E-KAE-&可见-K与-必是同
一个点&

从而可知*直瞃)-K$即);%与)-是同
一直瞃4

这就证明了)-经过E,('1的交点;&

也就是!)-(E,('1相交於一点;4

,

本题所证的这个交点;!也是三角形的巧合点之一!名为葛干涅"ZGN:899G#点4

,

还须注意*把
%

)E'的各顶点)(E('分别与
%

切圆&在对边上的切点%([((连接起
来!这样的三条连瞃)%(E[('(也恰巧相交於一点$如图"&%中的;点&但这个交点也?不
就是三角形的

%

心&4

'#*'



$74+求证,三角形的三条高相交於一点$见图"7%$利用四点共圆之证法%4

+证明,设
%

)E'的高E,('1相交的交点为+&则)(1(+(,共
圆!且E('(,(1共圆4

连,1!由E('(,(1共圆!得
'

1,EA

'

1'E4连)+!?延长之!

与E'交於-4由)(1(+(,共圆!得
'

1)+A

'

1,+$即
'

E)-A

'

1,E%4

因此!得到
'

E)-A

'

1'E4

9

'

1'E@

'

)E-A7#Y!

8

'

E)-@

'

)E-A7#Y4

由此可见!

'

)-EA7#Y&即!)-

&

E'4

也就是!直瞃)+-也是
%

)E'的高4

这样就证明了*$

%

)E'的三条高瞃)-&E,&'1相交於一点+%4

"#4+已知,!(&分别为
%

)E'的外心(

%

心&以!为圆心的圆交
直瞃)&相交於[4

+求证,$$%![

&

E'&$"%[&A['$见图-#%4

+证明,$$%以!为圆心(!)为半径的圆!必经过E('&)&是
'

)的平分瞃!因而它与圆
!的交点[必是)

E'的中点4可见) )

E[A['!故![

&

E'$且平分E'%4

$"%9&为
%

)E'的
%

心!连['('&!则'&是
'

'的平分瞃4因
'

E'[ A

'

E)[ A

'

[)'!

'

E'&A

'

)'&!

'

[&'A

'

[)'@

'

)'&!而
'

['&A

'

E'[@

'

E'&!故得
'

[&'

A

'

['&&因此![&A['4

"$4下面!研究两个有关问题*

$$%已知
%

)E'的各边E'(')()E之长为5(B(6&

%

切圆与各边相切的切点为%([((4

求)[$)(%(E%$E(%('%$'[%之长$如图-$%4

$"%已知
%

)E'的各边E'(')()E之长为5(B(6&分别以)(E('为圆心!各作一圆!使
它们两两相$外%切$於%([((%4求所作三圆的半径$E%('%()[%之长$如图-"%4

从图上!可以看出!这两个问题实际是同一个问题4解之!於如下$用代数方法%4

+解,设)[A)( AF!E%AE( A=!'%A'[AT&

'$*'



按题意!得到方程组*

=@TA5------$$%

T@FAB------$"%

F@=A6------$-

{
%

$$%@$"%@$-%!得F@=@TA

$

"

$5 @B@6%----$*%

$*%0$$%!得FA

$

"

$5 @B@6%05 A

$

"

$B@605%&

$*%0$"%!得=A

$

"

$6@5 0B%&

$*%0$-%!得TA

$

"

$5 @B06%4

+答,$$%题

)[$)(%A

$

"

$B@605%!

E%$E(%A

$

"

$6@5 0B%!

'%$'[%A

$

"

$5 @B06%













4

$"%题所求的三圆的半径!为$

"

$B@605%(

$

"

$6@5 0B%及$

"

$5 @B06%4

上面!如设5 @B@6A">!即>A

$

"

$5 @B@6%!则上面得到的结果可以表示为)[A>

05!E%A>0B!'%A>064

也就是*>A

$

"

$5 @B@6%!>05 A

$

"

$B@605%!>0BA

$

"

$6@5 0B%!>06A

$

"

$5

@B06%4

""4+已知,

%

)E'的边长E'A0!')A-!)EA*&

+求,

%

)E'的外接圆直径及
%

切圆直径$见图--%4

+解,首先!我们注意到*这个
%

)E'的边长为-(*(0!据勾
股定理的逆定理!由0

"

A-

"

@*

"

!可知
%

)E'的直角三角形&故
得外接圆的直径长为04

其次!

%

切圆半径&[$&(%之长等於)[$)(%4由E%AE(!

'%A'[$切瞃长相等%!得到
)E@)'0E'A)[@)( A" V)[A" V&[&

也就是!

%

切圆直径A" V&[A)E@)'0E'A* @- 00

A"4

+答,

%

)E'的外接圆直径为0!

%

切圆直径为"4

,

我国古算书中!曾有$勾三&股四&弦五&

%

方二%的说法4其意就是*两直角边之长为
'"*'



-&*的直角三角形中(其斜边"弦#长为0(其
$

切圆直径为"4

所谓$

%

方%!是由於古算书的图上常把这
$

切圆成
%

色4
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进行基於儿童认知面向未来发展的数学教学

长春市第二实验小学副校长 刘丽萍

长春市第二实验小学几十年坚持使用数学实验教材!一代又一代教师传承实验经验!

积极探索创新!数学教学特色鲜明!成果显著3

我们的学校
吉林省长春市!离

6

美神秘的长白山天池不远3这座城市被称为北国春城!此刻已雪花
飘飘3长春建城不过两百多年!$7-"年!日本扶持末代皇帝溥仪所建立的伪满洲国定都於
此3长春市第二实验小学就是在这个特殊的历史阶段建校的3经过八十多年的发展!目前!

有三个校区两所幼稚园!共有四百多名教师!五千多名学生3在区城
%

具有一定的影响3其
中最有影响的是数学教学3也因此成为了长春市民培养孩子数学能力的首选学校3

我们的教学

一&我们的教材
我们坚持使用的浙江教育出版社的+现代小学数学,!是中国科学院心理研究所上世纪

八十年代的一项促进儿童数学思维发展的研究成果3这套教材符合儿童的认知规律!寓辩
证思想於教材中!它不仅能使学生学到数学知识!而且能得到数学思想3从$7&%年开始使
用!至今已三十年!在实验中!我们收了丰厚的成果?有所认知*基於学生认知心理实施
教育!不仅是数学学科教学要遵循的!也是所有学科需要遵循的3这是我们教材的优势3这
套实验教材对我们数学教师的成长也起到了一定的助力作用3

二&我们的师者
我们学校数学教育的整体实力很强!在我校年盠现出的共$"位特级教师中!数学特

级教师就有四位*鞠梦贤(逯成文(全锡贵(李永萍!还有多位省市级骨教师3我们的数学
老师在研究中成长!在思考中前行(在实践中探究(在生成中感悟!且思且行!取得了丰硕的
成果3更育出了一

""

优秀的学生3

'**'



$4青年教师的培养
学校会给每一位新入职的教师指定有经验的骨教师!一对一传帮带3每盷期三年!一

期结束後!根据情癋确定是否出徒还是更
$

师傅3直至青年教师有了自我提癉能力再将其
送入骨教师的通道入口3骨教师由校而市!由市而省!直至省级学科带头人和特级教
师3形成梯队!越走越高3青年教师由徒而师!由师传徒!薪火相传!青胜於蓝3

"4精英教师的打造
通过创设参赛(培训(承担教研和送课任务(推荐参加省市级名师工作室等各种形式打

造精英团队!让老师在历练中成长!这次上课的林晶老师就是如此成长起来的3再比如!数
学教师李永萍$#年至$$年参加了教育部组织的

%

地与香港教师为期一年的驻校交流协
作3目前李永萍已经成为省特级教师3这样的交流最初看上去是教师的输出!结果

*

是教师
成长的输入3出入之间!炼成精英3

-4传统活动的坚持
简单讲!我们每一年度主要的教学活动共有两项3上半年是面向全体家长的教学开放

日活动3下半年是中青年教师的教学比赛3已经坚持了"*年3目的是研磨教学!历练教师!检
验成果3

%

地学校此类活动多有相似!但我们知道坚守的意义!更知晓创新的重要!一路守
住规律!年年推陈出新!坚持成我们的特色3

三&我们的研究
站在学校管理者的角度3我们的数学研究是一个稳定的"三角形#!即"一个核心!两个

基本点#3数学的学科体系为核心!教者之法与学生之效是两个基本点3所谓教改!必然含有
改与不改!也必然含有传承与创新3不变的是学科体系!变的是方式方法3

以下是近几年!我校教师数学学科方面的部分研究成果3

积累学生数学活动经验的策略研究!! 陈洋!利丽萍Q

小学生数学学习习惯对学习效果影响的探究! 李永萍Q

有效培养学生学习主动性的实验与研究! 田媛Q

关於如何让学生主动用数学的方法解
$

生活问题的研究! 何奎Q

小学生倾听习惯的培养! 张春梅Q

基於学生基本活动经验的教学实践研究! 程晔Q

积累学生数学活动经验的策略研究! 王爽Q

小学中高年级学生写数学日记的实践研究! 王丽丽!李永萍Q

这呈现出的是文字成果!而真正的成果是人'''所谓教者进步!学生成长!学科品
牌!学校发展3

四&我们的常态
教学的常态就是备课(上课(批改(辅道(考试3

'0*'



$4备课3坚持每周二下午数学学科集体备课3

%

容为"四个$#*共学一篇文章!共研一个
单元!共备一堂新课!共改一份试卷3同一学年数学教师都在同一间办公室办公!利於随时
研讨3

"4上课3数学老师教同一年级的两个班的课!每天每班一节课!隔天上课次序交叉3反
思上节!教好下节!两个班相互为鉴!共同提癉3

-4批改3数学作业分为与教材配套练习
7

和课堂练习本!有低年级+口算天天练,!也有
数学日记(数学手抄反和其他动手操作的数学趣味作业3对家庭作业要求教师进行二次批
改!即检查首次批改後学生再改进的情癋!这是教道处检查批改的重点专案3

*4辅道3辅道在课上和课间随时随机进行3既有对学困生的单独辅道!也有对数学感兴
趣有特长的孩子们的集中辅道3

04考试3期末考试为两套试卷!一套基础!一套能力3能力测试的成缚会作为选拔数学
兴趣社团成员的重要依据3每周三下午数学兴趣小组的孩子会聚集在一起进行数学活动3

另外!每次期末考试的前两周进行考察计算能力的数学百题测试!这三项数学测试我们坚
持了多年!学生提癉水准能力!师者提癉责任意识3

环境同样重要3在校园文化的建设中!我们将数学学科相关
%

容做了系列的设计和呈
现*巨大的算盘屏风(莫比乌斯带(九

-

格--校园生活时时处处引发孩子对数学的兴趣和
思考3

我们的愿景
数学是思维的体操3我们带著学生在数学的精准表达中感受美的震撼!在逻辑推理中

涵养思想的严谨!在抽象思辨中享受思维的愉
8

!在基本规律中形成科学的态度3

我们要通过数学让孩子成为具有较高数学素养的人3一个具有较高数学素养的人!其
个性品质外在表现为精明(精细(富有逻辑性3其数学素养

%

在的特徵是思维的客观性(直
观性(深刻性(灵活性3

那
)

!如何让学生成为具有较高数学素养的人)面向未来发展!需要我们在新的理念指
道下投入新实践3

知识经济时代!国家之间的竞
,

是面向未来的人才的竞
,

3最近在教育领域有一个热
词*(*,)$3旨在打破学科疆域!通过对学科素养的综合应用解

'

实际问题!同时培养综合
性的人才3其教育理念包含以下两个基本方面*$$%(*,)$是在掌握科学(技术(工程(艺术
和数学0大类学科的基础上!进行跨学科的大融合&$"%(*,)$强调的是学以致用!将知识
与实际问题相结合!课题都是基於实际问题出发的3

科学的核心是发现!技术的核心是发明!工程的核心是建造!艺术的核心是表现!数学
的核心是思维3在(*,)$中!数学是基础3我认为!保有扎实的基础才能产生广泛的融
合3(*,)$带给我们基础教育的启示是"数学教育不应该是孤立进行的3我们要做的是数

',*'



学作为基础学科与科学(工程(技术(艺术的大融合3这种大融合需要数学!而数学教育同样
需要融合3

在今後的数学教学中!我们要有国际的视野和跨学科融合的大的教育观!由学科教学
到学科教育到各学科融合的综合性学习3我们小学教师要积极投入到面向未来的数学教育
的新实践当中3

我们的愿景不是培养个体数学家!而是发展全体学生的思维能力!让孩子们通过学习
数学变得越来越聪明3让孩子从小爱上数学!在热爱中用数学的眼光观察生活!用数学的思
维思考人生!用数学的语言阐述世界3进而完善自我!改造世界'''这是教育的责任!学校
的责任!我们的责任3

'%*'



"初步认识分数 #教学实录

澳门濠江中学附属小学 谭慧欣

/教学
$

容0

澳门新思维数学三年级上
7

第-0课'''初步认识分数3

/教学目标0

$4创作教学情境!初步认识几分之一的含义!能用分数表示一份占整体的几分之一3

"4认识分数的写法和读法3

-4认识分母(分子及分数瞃3

*4让学生经历探究的过程!培养学生积极思考和合作交流的意识3

/课前分析0

本课
%

容是在学生已经掌握一些整数知识的基础上初步认识分数的含义3整数是由整
数单位的砯加!而分数是单位"$#的均分3分数和整数无论是在意义上(读写方法上以及计
算和比较大小的方法上!都有很大的差?3从整数到分数是数的概念的一次扩展!学生的思
维正处於由形象思维过渡到抽象思维的阶段!在初次学习分数时会感到一定的困难3

因此!本课应抓住学生对"平均分#的已有认识!创设一些学生熟悉并且感兴趣的生活
情境!让学生通过观察图像的演示感受"平均分#的本质!再通过实践操作的活动帮助学生
直观地感知一些简单的分数例子!在动手(动脑(动口的过程中初步理解几分之一的含义!

建立初步的分数概念3通过结合直观图像和学生活经验!学生能理解同一个物体平均分的
份数越多则每一份越小!从而能

+

比较分子是$ 的分数的大小3

/教学重点&难点0

重点*$4通过平均分的含义!初步认识分数3

"4会读(写几分之一3

难点*$4理解分数的意义3

"4理解分母和分子代表的意义3

/课堂实录0

一&创设情境(提供素材(初步体会分数的意义1

$4创设情境"帮哆啦)梦和大雄分铜锣烧#!

教师!首先介绍今天的嘉宾!他是谁)$学生一起回答*哆啦)梦3%有
3

有人知道他最爱
'&*'



吃什
)

)$学生*哆啦)梦最爱吃铜锣烧3%大雄妈妈买了些铜锣烧给大雄和哆啦)梦吃!我
们一起来帮忙分一分!好吗)$课件出示图片%

/设计意图*创设学学生所熟悉?感兴趣的现实情境!激发学学生的兴趣!让学学生以
饱满的热情投入到探究之中--0

"4引出平均分!

教师!什
)

是平均分)怎样才算平均分)

学生!每人分得的一样多!也就是等分成几份3

-4用掌声表示每人平均分得多少个铜锣烧1

教师!好4那我们来玩个平均分的?戏4老教师说妈妈买了多少个铜锣烧!你们拍手表
示大雄和哆啦)梦每人平均分到多少个3准备好了吗)$学生作准备拍手的动作%

教师!妈妈买了&个铜锣烧4$学生*拍*下%&妈妈买了*个铜锣烧$学生*拍"下%&"个
铜锣烧)$学生*拍$下%&妈妈买了'''$个铜锣烧)$学生*欲拍又止%3

教师!$个铜锣烧可不可以平均分呢)

学生!可以3

教师!$个铜锣烧怎样平均分给两个人呢)

学生!一人一半3

教师!你为什
)

认为一人一半就是平均分呢)你是怎样理解平均的)

学生!因为一人一半每份大小相同!所以是平均分3

教师!说得很好4看来平均分不仅是每份一样多!还可以是每份一样大3

*4设计出一半的数学表示方式1

教师!两个可以用数字"表示!那半个可以怎样用数学方式来表示呢)请各小组快速交
流!每组在你们的小白板上设计出一个一半的数学表示方式3给大家一分钟时间!现在开
始4$学学生在白板上写出一半的数学表示方式3%

'7*'



教师!请一组的组长来分享你们的"一半#数学方式是如何表示$投影学学生作品%3

学生$!我用#40来表示一半3

学生"!我用画图的方式表示一半3

教师!同学们的数学知识真丰富!想到了形形色色的数学方式来表示3

二&探索新知"初步认识$

"

(了解分数的写法和读法#!

$4认识一半即$

"

!

教师!想知道数学家是怎样表示一半的吗)请阅读教材!看哪组最快找到答案!写在白
板上举起来4

学生!写出$

"

然後举起白板3

"4认识分数的读法写法&初步认识$

"

1

教师!非常好4大家都很快找到4其实这种表示方式也是数的一种!叫做分数3$贴出课
题字条*初步认识分数%我们今天就一起来初步认识分数3

教师!知道这个分数怎
)

读吗)

学生!二分之一$阅读教材%3

教师!对4我们读作二分之一3

教师!一起来看看老师怎
)

写"二分之一#!看谁观察得最仔细3$教师在白板上板书$

"

!

?贴上字条*读作二分之一%谁留意到我刚刚写$

"

的时候!是按怎样的顺序写的)

学生!先写中间的
9

瞃!然後写下面的"!再写上面的$3

教师!同学观察得真仔细4我们拿出手指来一齐写一写"二分之一#*将一个整体平均分
$手指画分数瞃%成"份$手指写"%!其中的$份$手指写$%就是二分之一3

'#0'



$学生举起手指跟著一起书空%

教师!谁能说说你认为$

"

中的"和$表示什
)

)

学生$!这个"表示把整体等分成"份3

学生"!上面的$表示占其中的一份3

教师!看来同学们都认识了这个来自分数家族的新朋友二分之一了3考一考大家!$课
件展示*

$

*

%这个分数该怎
)

读呢)

学生!四分之一3

教师!那八分之一应该怎
)

写)

学生!在白板上写出$

&

3

-4强调是占整体的几分之一1

课件展示*把一个整体平均分成"份!其中的$份占整体的$

"

3

教师!我可不可以只说!其中一份$指著阴影部分%就是$

"

!而不说占整体的$

"

呢)

学生!不可以3若我们只说这是一半!就会不清楚是什
)

的一半3

教师!

3

错3

$

"

表示的是一个整体的一部分!一个铜锣烧的$

"

和一个大西瓜的$

"

就不一

样!所以一定要说清楚占什
)

的$

"

3那
)

!另外白色的那部分占整体的几分之一)

学生!也是占整体的$

"

3

*4活动!判断$

"

1

教师!$课件出示图形%下面那些图形的著色部分占整体的$

"

)在你们的学习单上圈一
圈!然後小组交流!统一意见3老师将会请组长出来分享一下你们的小组圈了哪几个!并且
解释为什

)

3$学生在学习单上独立完成!然後小组交流意见3%

学生!第一个和第四个图形的著色部分占整体的$

"

3

'$0'



教师!为什
)

第二个和第三个图形的色部分不是整体的$

"

呢)

学生!因为
3

有平均分3两份的大小不一样3

教师!大家都认识$

"

了吗)那我考一考大家!看看是否真的理解了3$出示句子*把一个

月饼分成两份!每一份是$

"

%3判断一下这句话是对还是错!数三声全班一齐同时做动作表
示!这样表示对这样表示错3准备好了吗)三(二(一--

教师!有不同意见喔!请正方代表和反方代表出来辩论一下3

学生$!因为月饼分成了两份!所以其中的一份就是二分之一3

学生"!但是他
3

有说是平均分!所以不能说是二分之一3

教师!大家明白他们说的吗)$课件呈现对照*不平均分成两份%如果是这样!这叫平均
分吗)$不叫%

3

有平均分!能用$

"

来表示吗)$不能%3我们要同时感谢这两位同学帮助我们
大家加深了对分数的认识!就是一定要看清楚是否把整体平均分成等分3

三&认识分数作为整体的部分!补充&分析素材(总结提炼分数的意义1

$4认识!

$

-

教师!我们刚才学习了$

"

!那
)

看到这个图!你想到什
)

)

学生!三分之一3

教师!谁能说完整)什
)

占什
)

的三分之一)

学生!著色部分占整个圆形的三分之一3

教师!你为什
)

能判断著色部分占整个圆形的三分之一呢)$课件出示提示问题54是否
平均分)B4平均分成多少份)64这样的一份占整体的几分之一)%

学生!这个圆平均分成了三份!这样的一份占整体的三分之一3

"4动手操作!折一折(一1

教师!同学们!刚才我们认识了二分之一和三分之一!你还想不想认识一些其他分数)

学生!想3

教师!那这次请你们自己来设计分数!用你们手中的纸片折一折!然後拿颜色笔用阴影
或斜瞃出其中的一份!并且标出这是几分之一!听懂了吗)开始3

$学学生动手折!教教师巡视%

教师!谁来分享一下你介绍的分数)说说你折的一份是整体的几分之一!为什
)

)

学生!我折出了四分之一!因为平均分成了四份!每一份就是整体的四分之一3

教师!还有谁也是折出四分之一但是跟他不一样的)

学生!我的折法和他不一样!也折出了四分之一3

'"0'



教师!大家看这两个四分之一!形状大小一样吗)

学生!不一样3

教师!那为什
)

都能用四分之一来表示呢)

学生!都是平均分成了*份!其中的一份就是整体的四分之一3

教师!这位同学很会学习!抓住了关键3还有同学折出了其他分数吗)再请一位同学来
介绍一下你设计的分数3

学生!我的分数是八分之一3我把这个圆形纸片对折了三次!平均分成了&份!每一份都
是圆形纸片的八分之一3

教师!我很欣赏这位同学!不仅清楚地描出了折痕!还在每一份上面都标上了八分之一3

-4认识分数各部分的名称和意义1

教师!我们已经认识不少分数朋友了!请仔细观察一下!分数有几个部分组成)

学生!-个部分3

教师!分数的各部分都有它的名称和含义3请同学们快速阅读一下教材!找到他们的名
称3以八分之一为例!下面这个数叫什

)

)表示什
)

)

学生!叫做分母!表示平均分成了八份3$教教师板书%

教师!上面的数叫什
)

)表示什
)

)

学生!上面的叫分子!表示占其中的一份3$教教师板书%

教师!分数离不开平均分!知道分数面哪表示平均分吗)

学生!中间的
9

瞃3

教师!中间的这条
9

瞃叫什
)

)

学生!分数瞃3

四&巩固练习&深化认知
$4基本练习!

教师!下面这些图形中!著色部分占全图的几分之一)请在学习单上写出分数的写法和
'-0'



读法3$学学生在学习单上独立完成%

教师!谁来说一说你的答案)

$学学生说出著色部分占全图的几分之一!分母是几!分子是几3%*

"4看图说一说(什
&

占什
&

的几分之一1

教师!再来看看这幅图!谁能用一句话说一说!什
)

占什
)

的几分之一)

学生!运动员已跑路程占全程的四分之一3!!一格巧克力占整个巧克力的八分之一3

-4比较分子是$的分数大小1

教师!同学们!我们今天学习了分数!现在老教师问大家!如果有一个蛋糕!你想吃它的
二分之一还是八分之一)

学生!我想吃二分之一3

教师!为什
)

你想吃蛋糕的二分之一呢)

学生!因为分的份数越多!每一份越小3

教师!如果我吃的比八分之一还小!你觉得可能是这个蛋糕的几分之一呢)

学生!可能是十六分之一3

教师!原来!八分之一比二分之一小!十六分之一比八分之一还要小3你有什
)

发现吗)

学生!我发现分母变大!分数反而会变小3

教师!

3

错!当分子都是$的时候!分母越大!分数就越小3因为分的份数越多!其中的每
一份就会越小3分数的确是很神奇呢3

五&总结提癉
$4学学生总结!

教师!同学们!这节课我们初步认识了分数3回想一下我们是怎样研究的)你有什
)

收)

'*0'



学生$!我知道了什
)

是分数3

学生"!我知道了分数怎
)

写!怎
)

读3

学生-!我知道了怎样用分数去表示等分整体中的其中一份3

--

"4分享体会!学生活中处处有分数1

你们知道吗!学生活中还有很多很多的分数3比如人体和五官的机构!原来婴儿的头长
占身长的三分之一!成人头长占身长的七分之一!额头占脸长的三分之一!眼睛宽度占脸宽
的五分之一3知道这些分数!你画人像也会有更好的效果3学生活处处有数学!我们要善於
用数学的眼光来看事物!这样学的数学才是有用的数学3

-4头脑风暴!

教师!这节课的最後!我们来一个头脑风暴3老教师有两幅画!上面那幅露出了整幅画
的$

"

!其馀被遮住!下面那幅露出了整幅画的$

-

!其馀被遮住3你能看出来那幅画的完整一
幅画更大吗)

学生$!我觉得下面那幅大!因为二分之一比三分之一大3

'00'



学生"!我觉得上面那幅大!因为它们露出来的部分一样大3上面那幅的整幅画有三份
这样大的!而下面那幅的整幅画只有两份这样大的!所以上面的比较大3

$揭开%

教师!你们猜对了吗)$学生欢呼!猜对了3%同学们真聪明4这节课就到这!下课3

/课後反思0

学生对分数这一新概念的认识!需要遵循具象到表象!再到抽象的过程3我努力尝试营
造这样的一个过程!让学生通过实物认识二分之一!再过渡到几何图形中进一步认识几分
之一!最後总结提炼分母(分子和分数瞃的意义!在具象和表像的理解基础上!抽象出分数
的概念3当中!包含了源於生活!也是学生感兴趣的卡通人物的引入!如帮大雄和哆啦)梦
分铜锣烧!让学生在感兴趣的情癋下!投入分数产生的情境进行思考&也有结合学生的自由
想像和动手操作!加强了学生对知识的认同和理解!通过摺纸的活动体会平均分的本质!以
及部分与整体的关!再说一说自己是如何得出了某一个分数!从而初步理解分数的意义3

另外!在补充练习方面!除了学生已经熟悉的面积模型!还补充了瞃段模型!让学生在不同
层面上丰富对分数本质的认识3这节课的最後!由学生总结出了本节课收的知识!然後在
此基础上呈现出分数与生活结合的例子!把知识再次回归到学生活当中3最後!以一个趣味
的头脑风暴进行拓展提高3因此!这节课的教学实践达到了预设的教学目标和效果3

此外!由於本人教学经验尚浅!这节课的教学中也有不少不足之处值得反思3本节课在
控制课堂节奏方面不

+

好!前後紧!道致後面需要给学生思考和小组探讨的时间不
+

充
分&在引道学生认识分数的过程中教教师说的过多!应根据学生情癋多鼓励学生说一说!让
学生互相补充!这样有利於学生对分数意义的理解3还有很重要的一点!就是根据课堂中学
生的发言点评得还不

+

到位3希望日後可提癉自己的评价语言!能
+

变得更加丰富和更加
专业3

,注-本文作者之*.初步认识分数/教学实践+参加第三
!

小学.新思维教学/澳门杯
课堂教学比赛%荣获一等

"

0
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为澳门学生持续进步的 .'(/成绩而喝彩

澳门数学教育研究学会 石 玮

自"##-年澳门首次参加.'(/测试之後!又参加了"##,年("##7年("#$"年和"#$0年
的.'(/测试!如今澳门已参与了五次.'(/计划1

在"#$0年!澳门学生的成绩在参与.'(/测试的七十二个国家(经济体中处於前列位
置1.'(/测试了学生的火阅读(数学和科学素养1根据公?的数据!澳门十五岁学生之三项
素养的平均表现在其中科学素养得分五百二十九$排名第六%&阅读素养得分五百零九$排
名第十二%&数学素养得分五百四十四分$排名第三%1

.'(/测试不是测试学生所学书本知识的掌握程度!而是评估学生的综合应用能力!测
试问题有一定的灵活性(实用性1

因为参与测试学生的年龄均是十五岁!正好是九九年出生的8回归宝宝9!凸显特区政
府将教育放在优先发展位置!既有资源支持!亦透过政策优化教育水平1同时!澳门又被.':

(/评为具教育优质且教育公平的五个国家(经济体之一1由此可知!这些年本澳的中小学
教师们立下了汗马功劳1

一1澳门学生的在.'(/测试的数学素养最令人鼓舞1

较前几年而言!澳门学生在8经济合作与发展组织9$;6<=%的"#$0年8学生能力国际
评估计划9.'(/中的表现更令人满意!数学素养呈现逐次改善的趋势1澳门被认为是教育
优质且公平的五个经济体之一另外四个国家为加拿大(丹麦(爱沙尼亚和香港1

在七十二个参与测试的经济体中!澳门学生的数学素养排名第三!科学素养排名第六!

阅读素养排名第十二18经济合作与发展组织9$;6<=%的8学生能力国际评估计划9$.':

(/%测试基础教育体系中学生的数学(科学和阅读素养澳门在列表中排名前列!十分接近!

甚至某些情癋下超过香港的排名1.'(/测试学生的阅读(数学和科学素养!"#$0年的.'(/

评核焦点是科学素养1

澳门.'(/项目总负责人张国祥教授表示!考虑到参与评核的学生出生於$777年!因
此!"#$0年.'(/项目证明澳门回归後的教育体系8卓有成效91这将使澳门培养出更多科
学领域的人才1表现较弱的学生比例

2

少!同时从中等水平提癉至高水平的学生数量增加1

根据.'(/计划的结果!可以得出结论!留级学生的数目有所
2

少1他提到澳门对表现
差的学生采用留级制度!张国祥表示这会造成不好的影响18留级生不能与同龄孩子一起

'%0'



学习!这将对教学效果和学生心理造成影响1他表示*澳门有教育自主性!每所学校的政
策不同!也就是说!8对於最低标准!教育暨青年局

3

有统一的标准!留级需要更多资源和
投资!也鮃误这些学生进入劳动力市场的时间1

在"##-年!每两个$0岁的学生中有一位是留级生&在"#$0年!上述情癋有所改善!每
三个学生中只有一个留级生1他解释说!"#$0年!$0岁学生在小学及初中教育阶段曾留级
的比率由0#>下降至--1&>1即使如此!8情癋仍然很严重9!澳门应努力较低这一比例1

8最理想的是!每五位学生中只有一个留级生!也就是说!留级率降低至"#>91

在"#$0年!女生$三种素养%的得分较男生高很多&也就是说!学校成功发现了激发女
生对於数学和科学兴趣的方法1他说!之前的测试中!女生在这两项的得分较男生低1

二1在阅读方面(女生总是比男生强1

一般地说!我们的学生在阅读方面是弱项!就连看报纸也是喜欢看图多於文字的
:

乐
版&一些中学生不仅对於数理化的书极少阅读!对语文书的阅读也不

+

!男生比女生更差一
些1应考虑8如何提高男生参与阅读的程度9!教青局学校督道协调员

1

懿莲认为!8必须为
教师提供培训!令他们在教学中培养男生阅读习惯19她还提到!采取一些新的教学手段1

8有些学校正在采取新的教学方式!通过学习汉字!学生能
+

有阅读的动力1正在某些学校
开展一个试点项目!大部分参与这一项目的是男生9!她说1另一方面!可以尝试8鼓励学校
采购男学生感兴趣的图书!而不是公主的故事9!她解释说!教育机构或许可以在科学(探险
和体育方面投资1

从"##,年起!澳门开始思考如何进步!开始实施撇开知识记忆(基於基本学术技能要
求的课程改革1

较前几年而言!澳门学生在8经济合作与发展组织9$;6<=%的"#$0年8学生能力国际
评估计划9.'(/中的表现更令人满意!数学素养呈现逐次改善的趋势1

坚持教师培训!注重通过多元化的评核方式降低了留级率1

三1关於提癉学生素质的建议1

从小学一至四年级阶段不实施留级制度!除非监护人提出要求1五年级和六年级的留
级率可以是*>!澳门现在的留级率接近这一数据!学生可以在一定数目的科目未合格的情
癋下癉级!但是由学校

'

定具体数目1我们通过这一新的制度提供多样化的考核方式?推
广形成性评价方式!也就是说!关注学生的学习过程1而不是仅仅依赖测试!当发现学生在
学习上有困难时!立刻给予帮助1教育工作者和政策制定者宜针对学生的生涯规划!共同省
思如何协助学生发展面对未来生活(学习或工作上挑战的能力1澳门自回归祖国後!基础教
育系统取得了相当不错的进展1
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四1取得进步成绩的多方面因素1

$1澳门特区政府对教育的重视!将教育放在优先发展位置!着重资源投入(政策支持
等&历年来!教育暨青年局一直抓紧教师提癉专业素质的业务培训!要求在职教师每学年要
保证完成的最少培训时间是三十小时1

"1本澳最大的教育团体+中华教育会,是一个非牟利社团!是澳门历史最悠久的文化
教育团体1一向以爱祖国!爱澳门!团结教育界!服务社会!促进当地教育事业为宗旨&开展
各项相关工作!弘扬爱国(爱澳文化1

为教师提癉业务水平提供了更多的教育资讯!出版+澳门教育,和+教育资讯,等刊物1

为提癉澳门教师的专业素质!成立了:数学教师小组;以及其他学科教师的活瞕小组!起著
多样化的教师业务培训作用&对推动澳门各校开展相关教育教学活动和提高学生学艺水平
起了积极作用1

-1+澳门数学教育研究学会,的汪会长十多年来本著8请进来9与8走出去9的方法进
行提癉教师素质的专业培训!逐步提癉了本澳数学教师素质1他又多次组织澳门中小学数
学教师8走出去9学习外地先进教学经验!促使本澳数学教师顺应教改潮流!不断更新教育
教学观念!使教师专业水平可持续发展1

教师职业压力大是当前教育界一个比较普遍的共识1特别是数学教师的工作压力更大
一些!任课较多!改家课簿也多!学生成绩及格率也比其他学科低1

+澳门数学教育研究学会,所组织的各项活动全是在假日举行!理事们要牺牲自己的休
息时间(亲子活动时间(陪伴家人的时间等等!每位理事每年至少需要义务加班百多个小
时1如今要求执教者们培养学生的创造性!而这个使命又要求身负重任的数学教师们再接
再厉1为了提癉本澳学生的数学水平!理事们团结一致!为提癉澳门中小学生的数学思维品
质甘愿奉献!无怨无悔1

综上所述!本澳教师在.'(/成绩的进步中!即看到成绩!也看到不足!对不足之处加大
力度!才能培育出更多的创新型人才1
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-&## 年七大数学 "死题 #破解

上海 崔荣琰

一&序言
二千多年来!有关尺规作图"圆

%

接正多边形#问题!仍停留在二千多年前!欧几德
著作的+几何原本,一书水平上3欧几德在书中完成了圆

%

接"正三边形(正四边形(正五
边形(正十五边形#的作图问题3

因此!当$%7,年!年仅$7岁的德国数学家高斯宣?他发现了"正十七边形#的作图方法
时!突破了欧几德+几何原本,!在数学界引起了区大的震憾4

然而!"正%(7($$($-等边形#高斯
*

未能做出3

於$&#$年!高斯经过研究後!对尺规"作正多边形#整个问题作出"做正/边形#定律*

将"正%(7($$(($-边形#判定为"不可解#!四道难题被判为"死题#3

历经-&##年的世界著名顶级三大几何难题"任意角三等分#("化圆为方#("做倍立方
体#!全球数学家不得其解3近"##年!西方数学家又将此三大难题"判为死题#*

$&%-年!法国数学家闻
5

皍尔将"三等分角#和"倍立方#判定为标尺"不可解#&难题
被判为"死题#3

$&&"年!德国数学家林德曼将"化圆为方#判定为标尺"不可解#&难题被判为"死题#3

上述-&##年世界顶级七大几何"死题#*

$(任意角三等分&

"(化圆为方&

-(做"倍立方体&

*(做正%边形&

0(做正7边形&

,(做正$$边形&

,(做正$-边形&

於"##,年*月"-日至"##,年%月$7日!在上海!全部被同一个中国人(数学爱好者崔
荣琰先生成功破解!成为用"无刻度直尺(圆规(经有限步序#作图(破解成功的世界第一
人3

成功破解包括工艺上的完美作图&结果"##误差&和数学理论上的完整证明3

'#,'



此创新成果已及时向上海(北京(天津数学会!复旦(交大(华师大数学!中国数学会(

中国科技信息(中国科学院网(香港数学教育学会(比利时数学会(加拿大数学会(澳大利亚
数学会(丹麦数学会(欧洲数学会(美国数学会(国际数学联合会等国

%

外数学专业机眐通
报!向国

%

外媒体宣告!?在国际互联网上公示!新华(新浪(雅虎(网易(上海数学会等近百
家网站专题登载3

值得一题的是!蒙上海市政协领道及有关部门的关心(支持!於"##,年7月&日$星期
五%上午7时*#分至$$时!在市政协教科文卫办公室!四位数学专家等&人!"零#距离(多
次审视?讨论崔荣琰先生破解"任意角三等分#的作图全过程3四位数学专家等&人一致承
认*崔先生用"无刻度直尺(圆规#!经有限$-个%步序完成破解!符合-千年前的命题前辈
的要求3结果*用肉眼(圆规(量角器等检验是"零#误差3这是不

,

的事实!有中等数学基础
的任何人看到後!都会和我们得出同样的结论3

於"##,年7月&日!"任意角三等分#("做正/边形#$$%(%(7($$($-边形等%破解方法!

再次向以上国
%

外数学专业机眐通报!向国
%

外媒体宣告!?在国际互联网上公示3新华(

新浪(雅虎(网易(上海数学会等近百家网站专题登载了破解的新闻和破解方法3

於"##,年$$月",日!崔先生在上海市科学会堂公开举办的"-&##年世界顶级四大数
学难题破解会#圆满成功!其实癋!再次向国

%

外一百多家数学专业机构(刊物通报3

东方早报(上海汽车报(重庆晚报(北京科技报(劳动报(新华社(中国教育发展(中国教
育在瞃(中国数学教育(中国基础教育(全国教育资讯(中教(新浪(雅虎(网易(

#

数(亚洲教
育(多伦多(搜狐(东方(香港大公(新民(新民盷刊(上海数学会(上海科普等近百家媒体(互
联网及时登载了崔荣琰先生在上海市科学会堂破解的新闻和破解方法3

"

时!数学教师(数
学爱好者(相关领道(网友等!以多种形式予以祝贺(支持!谨此!作者一?由衷的感谢3

时至今日!崔先生
3

有收到对具有破解"有?议#的任何函件3

崔荣琰先生按国际惯例完成了世界顶级创新成果公示的全部程序!震撼了国际社会和
国际数学界3世界数学皇冠上七颗顶级(古老而璀璨的明珠!终将会被中国人赢得4

崔先生认为*科学不分国界!科学的真缔是用事实说话3真假颠倒!均属伪科学4

成功破解是对公元前$&##年命题前辈的认真(负责与尊重!也是当今中国人以"有解#的
不
,

事实!为命题前辈(古代科学家(数学家正名你们的命题是科学的!认真(负责的!有解的!

是非常有趣的&也是对"不得其解#及"无解#人最体面的回答!圆全球数学家-千年梦!扬
求真求实求是的科学作风!让全球中学生学会用尺规破解世界顶级七大数学难题$死题%3

不断创新是各行各业的社会发展的原动力(是国家荣耀的标?3打造民族品牌!匹夫有
责(支持民族创新!义不容辞3

七大顶级几何难题初等数学!按照命题规则不用高等数学!不会复杂化(故弄玄
;

3

凡看到破解方法的!有中等学历的敢於说真话的人士就能分是非3

国际模特
#

林匹克有限公司
"##%年-月

'$,'



崔荣琰*著名国际模特理论家国际模特
#

林匹克大赛创始人知识产权人
数学业馀爱好者

二&-&##年七大数学难题简介
$4化圆为方求作一正方形使其面积等於一已知圆&

"4三等分任意角&

-4倍立方0求作一立方体使其体积是一已知立方体的二倍&

*4做正/$$%(%(7($$($-%边形&

一&-&##年来全球数学家$不得其解%

以上四个问题一直是世界公认的著名数学难题!而实际上这前三大问题都已证明不可
能用

3

有刻度的直尺(圆规!经有限步骤可解
'

的3第四个问题是高斯用代数的方法解
'

的!他也视此为生平得意之作!还交待要把正十七边形刻在他的墓碑上!但後来他的墓碑上
3

有刻上十七边形!而是十七角星!因为负责刻碑的雕刻家认为!正十七边形和圆太像了!

大家一定分辨不出来&但高斯
3

有解
'

"做正九边形(做正七边形#3

早在公元前$&##年!古埃及人就开始涉足"三等分任意角(二倍立方体和化圆为方#选
题!历时数千年也无法解答3到$%%0年!法国科学院宣?!此三题无解!今後拒绝再接谈和审
查这类解答3

在西方数学史上!几乎每一个称得上是数学家的人!都曾拿起直尺和圆规来挑战它!无
数的人失败了!人们在失败中逐渐怀疑这些问题是无法用标尺作图法解

'

的3於是转而研
究这些问题的反面!因为谁要是证明了这几个几何难题不能用标尺作图法角

'

!谁也就解
'

了三大几何难题3

二&找$不得其解%的理由
在$%世纪!笛卡儿发明了解析几何之後!数学家们藉助"几何与代数#统一的思想!解

'

了这三大难题3三大几何难题!最後因代数学的发展才得以解
'

!将这-个问题翻译成代
数思维!即*

$4倍立方传说公元前*##年时!古希腊的第罗斯岛上流行著一种可怕的传染病!一时
人心惶惶不可终日3人们都到阿披罗神前!请求阿波罗神像的指示4阿波罗神给了祈求人这
样一个指示*"神殿前有一个正方体祭坛!如果能不改变它的形状!而把它的体积增加$倍!

那麽就能消灭传染病3#人们连夜赶造了一个长(宽(高都比正方体祭坛大一倍的祭坛!可
是!那传染病传播得更加厉害了3人们又来到阿波罗神像前祈求!神说*"我要你们增加一倍
的祭坛的体积!你们把长(宽(高都增加$倍!祭坛的体积不是要比原来体积大%倍了吗)#人
们绞尽脑汁想找出一个答案!可是始终

3

有人能解答这个难题3人们去向哲学家柏拉图请
教3柏拉图也无计可施3这就是古希腊难题的开端3

设给定的立方体的边为单位长!设边长为F的立方体的体积为"!则F满足*F

-

A"4於
'",'



是!我们的问题是*数"F等於-次根号
%

"#是否能用直尺和圆规作出)

"4化圆为方设圆的半径为一个单位!要作一面积等於单位圆的正方形!设这个正方形
边长为F!则F

"

A

$

4於是!问题相当於能否用标尽作出一条长为"根号
$

#的瞃段)

-4三等分角可以用各种不同的方式来得到这个问题的代数等价问题!常用的方式之
一是将三等分角的问题转化为方程的根能否用标尺作出3可见!最终这-个问题都归结为一
些数可否用标尺作出的问题3

*4"正/边形#古希腊数学家曾深入研究过如何利用尺规作"

%

接正多边形#3

二千多年前!在欧几德的+几何原本,一书中!就用尺规完成了圆
%

接"正三边形(正
四边形(正五边形(正十五边形#的作图问题3然而!"正%(7($$--边形#

*

未能做出3

二千多年的今天!有关"正多边形#作图!仍停留在欧几德的水平上!

3

有向前迈进
一步3

公元$%7,年!当年仅$7岁的德国数学家高斯宣?他发现了"正十七边形#的作图方法
时!在数学界引起了巨大的震憾3不过!高斯他

3

有完成"正七边形和正九边形#等的作图3

正七边形或正九边形等是否尺规完成)正多边形的边数为多少时!它才能用尺规做出)

高斯经过继续研究後!於$&#$年!最终对整个问题作出*"做正/边形#定律3

高斯定律中指出!如果仅用圆规和直尺!作圆
%

接9边形!当9满足如下特徵之一方可
做出*

$%9 A"I&$为正整数%

"%边数9为素数且形如9 A""O$O@$ A#($("-%3简单说!为费马素数3

-%边数9具有9 A"IM$M"M-444MC!其中M$(M"(M---MC为互不相同的费马素数3

由高斯的结论!那
)

可用尺规作图完成的正素数边形就只有"-(0($%("0%(,00-%#3

进一步!可以做出的有奇数条边的正多边形也就只能通过这五个数组合而得到3这样
的组合数只有-$种3而边数为偶数的可尺规做出的正多边形!边数或是"的任意次正整数
<

或与这-$个数相结合而得到3

三&作出无解的绝论
$&%-年!法国数学家闻

5

皍尔在研究阿贝尔定律化简时!首先证明了"三等分角#和
"倍立方#是不能用标尺作图解

'

的&

$&&"年!德国数学家林德曼证明"化圆为方#问题也是不能用标尺作图解
'

的&

$&#$年!德国数学家高斯以自己创建的"做正/边形#定律把"做正%(7($$($-边形#判
定为不能用标尺作图解

'

3

这样一来!以上"几何难题#被推理成"不可解的死题#!才算"彻底解
'

#了--

四&以上$不可解的死题%全部被中国人破解成功
於公元"##,年*月"-日至%月$7日!在上海!崔荣琰先生用"尺规#成功破解了*

"三等分任意角#("作二倍立方体#("化圆为方#("做正7边形#("做正%边形#("做正
$$边形#("做正$-边形#等"做正任意边形#3

'-,'



三&$无解绝论%在中国的现状
在西方数学史上!几乎每一个称得上是数学家的人!都曾拿起直尺和圆规来挑战"化圆

为方#"三等分任意角#"倍立方#"做正/$$%(%(7($$($-%边形#!阿基米德(牛顿(高斯(笛
卡儿等无数的人失败了3但高斯用代数方法破解了"做正$%边形#!

3

有破解"做正%(7边
形#3

$&#$年!高斯创立了"做正/边形#定律!把"正%(7($$($-边形判为不可解禁区#4

人们在失败中逐渐怀疑这些问题是无法用标尺作图法解
'

的3於是转而研究这些问题
的反面!因为谁要是证明了这几个几何难题不能用标尺作图法解

'

!谁也就解
'

了三大几
何难题3

在$%世纪!笛卡儿发明了解析几何之後!数学家们藉助"几何与代数#统一的思想!解
'

了这三大难题3三大几何难题!最後因代数学的发展才得以解
'

!将这-个问题翻译成代
数思维!这就是"无解绝论#的依据3

即*$4倍立方设给定的立方体的边为单位长!设边长为F的立方体的体积为"!则F满
足*F

-

A"4於是!我们的问题是*数"F等於-次根号
%

"#是否能用直尺和圆规作出)

"4化圆为方设圆的半径为一个单位!要作一面积等於单位圆的正方形!设这个正方形
边长为F!则F

"

A

$

4於是!问题相当於能否用标尽作出一条长为"根号
$

#的瞃段)$-&##年
前!

$

值为-4$*&现代-4$*$07",0-&%3

-4三等分角可以用各种不同的方式来得到这个问题的代数等价问题!常用的方式之
一是将三等分角的问题转化为方程的根能否用标尺作出3可见!最终这-个问题都归结为一
些数可否用标尺作出的问题3

$&%-年!法国数学家闻
5

皍尔在研究阿贝尔定律化简时!首先证明了三等分角和倍立
方是不能用标尺作图解

'

的&接著!$&&"年!德国数学家林德曼证明化圆为方问题也是不能
用标尺作图解

'

的!三大几何难题这才算"彻底解
'

#了--3受西方"无解绝论#的定势!

中国数学界有些人!

3

有看到破解方法!就发表如是说*

"著名数学家(中国科学院院士谷超豪*笛卡尔和$7世纪的数学家迦罗华都曾用抽象
代数理论严格证明过仅用直尺和圆规在有限的次数

%

三等分任意角是不可能的3他本人经
常收到一些业馀数学爱好者的这类通告自己解出某一问题的信件!其中也包括对<任意角
三等分=问题的解答3但最後经检验!不是在工具上不只使用了直尺和圆规!就是需要经过
无限次而不是有限次才能实现!或者被等分的本质上不是任意角!而是某种特殊的角#3

"上海数学会*每年他们都要接到很多电话!声称自己破解了什麽什麽数学难题!其中
也包括对<任意角三等分=问题的解答3但最後经检验!不是在工具上不只使用了直尺和圆
规!就是需要经过无限次而不是有限次才能实现!或者被等分的角本质上不是任意角!而是
某种特殊的角#3

'*,'



"清华大学数学科学郑教授*古希腊三大几何难题似乎非常简单!表述直观而通俗!

无数专家和爱好者深受吸引!为之绞尽脑汁!上千年的时间流过!始终
3

有一个人能
+

得到
答案3而事实上!貌似简单的几个问题!有著极其苛刻的条件3古希腊人在几何作图方面!只
能使用圆规和无刻度直尺!而且只能有限次地使用!不能在直尺上做记号!更不能

+

折砯作
图纸3正是因为破解三大难题的瞃段!无法通过尺规作图得到!难题最终成为死题#3

"复旦大学数学所副所长
=

泉水*三等分任意角(化圆为方!这在数学界早已被盖棺定
论!譬如笛卡尔和迦罗华都早用抽象代数理论严格证明过仅用直尺和圆规在有限的次数

%

三等分任意角是不可能!数学爱好者们对问题具有?研精神是值得鼓励的#3

"上海交大应用数学
=

耀琨博士*很多所谓的解法其实经不起推敲!可能会比较接
近!但总是存在误差!只不过当事人

3

有看出而已#3

"上海师范大学数学主任周风*笛卡儿和$7世纪数学家迦罗华都曾用抽象代数理论
严格证明!仅用直尺和圆规在有限的次数

%

三等分任意角是不可能的3因此!这道题早已盖
棺定论*

3

有解3所谓的破解!最多是无限接近!而不能在有限步骤
%

完成#3

崔先生认为*

以上几位专家的说法!一方面是对真理的关注与推崇西方数学家的定论&另一方面确
认全球数学界至今不得其解!他自己

3

能破解(不相信别人破解(不可能有人破解!"-&##年
数学难题(死题#是货真价实的(名不

;

传的3

真理是不以人的意志(意识而改变的3实践检验真理&实践是第一要素!理论是滞後於
实践的总结!有时会滞後几千(几万年3如!地球是圆的已存在上百万年!鸟类在天上飞翔也
有几十万年!然而证明(解释地球是圆的!鸟类为何能飞翔!这是近三百年的事3

-&##年数学难题!因为
3

有破解的实践(个案!就人为设置"尺规#不能做到的"前题(

基础#!由此而来推道出无解的理论(再上癉到把难题判定为"死题#!似乎符合唯物辩证法3

然而!有解实践已经更新(改变"无解#事实!理论要更新(为实践服务!无疑是早晚的
事3七大几何"死题#初等数学!按照命题规则不用高等数学!不会复杂化(故弄玄

;

!凡
看到破解方法的!有中等学历的敢於说真话的国

%

外人士都能看懂(听懂(分是非3

对於有些"专家的根本看都懒得看#--!崔荣琰先生表示完成可以理解&毕竟一旦承
认这七大几何"死题#有解!将给数学界带来"大地震#("海啸#!动

>

的可能是整个数学界
的理论依据3这不是哪一位在某学科(某专业(某方面的"权威(专家#能担当(左右的3

有解"真理#难找!只有一条&无解"是非#千百条!随手可得3

四&-&##年七大数学$死题%破解思路
用原始"尺规#在苛刻的条件下完成破解"世界难题上的四大难题#!必须探究四大难

题秘密特点!"靠其自身(

%

因#就能破解$这是"梦中人#的指示%3

'0,'



$(坚信不移!办法总比困难多!把"无解#理由!作为突破点!化变它3

"(代数观点不能全部表示几何特点*

$#除以-等於-4------&

做正$%边形!-,#除以$%等於"$4$%,*%#0&&&$被德国数学家高斯用代数破解%&

根号
%

-等於$4%-"#0#&#&根号
%

-4$等於$4%,#,&$,&根号
%

-4$*等$4%%"##*0$&

有些人就将以上数定为"近似值#&又推理!因为是"似值近#所以判断为无解&因此!几
乎普遍存在(不能除尽的数!参与的各种运算结果!均是"似值近#&因而!尺规也

3

法正确
"作出#所以无解3用代数莫须有的理由为几何作出判断4

现代
$

A-4$*$07",&-4$*$07",0-&-&##年的古代数学
$

A-4$*$0&

"尺规#作图!精度只能达到#4"毫米&现代千分尺检测精度只能达到#4#$毫米&

电子仪器检测精度只能达到#4##0毫米&

--

而以上代数不能整除的状癋!几何能直观的("##误差(解
'

问题3

-(找到了用代数莫须有的理由为几何作出判断的破绽!-&##年数学"死题#就能复活(

为古代数学家正名*先辈们的命题是科学(有解!非常有趣的!且有广泛实用价值3

*(有了科学的思路!还要有科学的方法!锲而不才有可能成功3

0(我坚信!"七大死题#能破解一道後!就能找到它们的触类旁通点!全部被破解3

$)%於"##,年*月"-日至"0日!用二天时间破解了"三等分任意角#$有多种法%&

$E%用三小时破解了"做正$%边形#&

$'%用三十分钟!分别破解了*

"做正%边形#&"做正7边形#&"做正$$边形#&"做正$-边形#&

这些是被德国数学家高斯!於$&#$年创建的"做正/边形#定律中判定为不能用标尺
作图解

'

的"死题#3

中国人打破了"做正/边形#定律的所有禁区3

$-%於"##,年*月"7日至%月$7日完成了"二倍立方体#和"化圆为方#破解&有多
种方法3

以上"七大数学死题破解#!第一时间向国
%

外一百多家数学机构(刊物及媒体(通报备
案3时至今日!

3

有收到对其具体破解方法"有?议#的任何函件3

"七大几何死题#初等数学!按照命题规则不用高等数学!不会复杂化(故弄玄
;

!凡
看到破解方法的!有中等学历的敢於说真话的国

%

外人士都能看懂(听懂(分是非3

五&-&##年七大数学$死题%破解
"世界顶级四大数学难题破解法#

',,'



任意角三等分倍立方体化圆为方
做正/边形"%&7&$$&$-边形#

$("任意角三等分#破解方法!简称为+崔荣琰三分角法,!於"##,年*月"0日破解成
功3於"##,年7月&日!在上海检定!同时获得四位数学专家等&人的一致承认*

作图的工具是"无刻度直尺(圆规#!经有限步骤$-步骤%完成对"任意角三等分#的破
解3结果*用肉眼(圆规(量角器等检验是"零#误差!完全符合-千年命题前辈的要求3破解
成功这是不皱的事实3

$$%+崔荣琰三分角法,的第一种方法简称为+$("(-(点法,3它能快速(简便(精确地三
等分任意角!而且作为总结+有解实践,的理论证明!简单(无可

,

辩3

即*角弧(角弦与角底边的共同交点为一点$E%&拟求作三等分的一条角边与角弧(角弦
相交的点为"点$'(-%&角顶点$)%与'(-为-点&只要使E'AE-$圆规能解

'

%!)('(-

在一条直瞃上$直尺能解
'

%!那
)

这条直瞃就是三等分的一条角边!E'AE-为三等分角
的弧长$弦长%!这就是+崔荣琰三分角法,的定理$#至$&#度角%3

$"%+崔荣琰三分角法,第二种方法解题的关键*要自己创建"三等分弧标准分割器#!

使用弧度相同$弧的半径相同%(长度不同的角弧!$#至7#度角剩馀弧或角整弧%平移入
"标准分割器#中!角弧同样被三等分3返回求作的三等分角!即完成3

"三等分弧标准分割器#的设置以-#至0#度角为好!过长的角弧$7#度以上%可以先
"二分之一#後!再平移入"标准分割器#中进行三等分!经整合後即完成3$以求作角大小!

定三等分弧分割器大小!"一题一解#%3

"(倍立方设给定的立方体的边为单位长!设边长为F的立方体的体积为"!则F满足*F

-

A"4於是!我们的问题是*数"F等於-次根号
%

"#是否能用直尺和圆规作出)

解题关键*F

-

A"!尺规做不到!而将它化为F

-

A槡".槡".$同样A"!尺规能做到&而槡"
.槡".$!即底面积为*槡".槡"(高为$的长方体&将长方体(在体积不变的情癋下化为正方体!

经十几次化(变(整合!即完成!"零#误差3化(变过程$始终保持面积(体积不变%*长方形菱
形长方形菱形正方形正方体3

-(化圆为方设圆的半径为一个单位!要作一面积等於单位圆的正方形!设这个正方形
边长为F!则F

"

A

$

4於是!问题相当於能否用尺规作出一条长为"槡$#的瞃段)

解题关键*F

"

A

$

!$据传-&##年前
$

A-4$*!近代也常用
$

A-4$*%3

$$%间接化变化*"槡$A -4槡$*#&等分
$

$-4$*%尺规能做到&作圆与圆
%

接正四边形!

已知圆面积和正四边形面积!将圆面积和正四边形面积之差!即四个弓形面积!求四个弓形
面积与正四边形面积比值!将此比值!扩大到正四边形面积之中&扩大的正四边形面积已经
化为长方形!再将长方形化为正四边形面积$面积保持不变%即完成3"零#误差3

化变中!$长方形菱形长方形菱形正方形%保持面积(体积不变3

$"%直接化变法*

$

N

"

A5

"

4即可以理解为
$

A-4$*&圆面积A-4$*个N

"

&尺规能作出
$

A-4$*瞃段!将长方形一边为-4$*!另一边为$&化变长方形
-

菱形
-

长方形
-

菱形
-

正
'%,'



方形3正方形边长5为根号-4$*3

$-%圆周瞃段原始化变法*作圆&圆心角-#度&将圆心角-#度弧长化变为直瞃长一乘以
,!等於半圆周长'''半圆周长比半径N$NA$%即原始圆周率

$

&将长方形一边长为半圆周
长$已化变为直瞃%!另一边长为$&化变长方形

-

菱形
-

长方形
-

菱形
-

正方形3正方形
边长5为根号

$

&

$

N

"

A5

"

4

此法!理论上是"##误差!弧长原本化变为直瞃长&但作图不可能"##误差3

$*%精确化变化$用代数检测&以$##公分为半径N单位长$&其误差为# @#4##$0毫
米%*

尺规能作出瞃段根号"&及瞃段"4#$&根号"4#$&根号" @根号"4#$'$根号" @根号"4

#$%除以"'此瞃段除以$#&'此瞃段@-$即-个半径长N&NA$%'此瞃段为长方形一边
长&另一边长为NA$化变长方形

-

菱形
-

长方形
-

菱形
-

正方形3

正方形边长5即为根号
$

&操作
$

为-4$*$07%7$"0与理论
$

为-4$*$07",0-&以$##公
分为半径N单位长$!其求作的正方形边长5误差为# @#4##$0毫米!也就是# @人的头粗
#4#%毫米的四十七分之一!比千分尺还要精确!千分尺最小测量精度为#4#$毫米3

另*)%尺规能作出瞃段$47%!根号$47%&及瞃段"4#*!根号"4#*&按以上方法操作
$

为
-4$*$07","&与理论

$

A-4$*$07",0-结果误差# 0#4#####"0平方矨米&5 A# 0#4#####%

毫米3

E%尺规能作出瞃段$47&!根号$47&&及瞃段"4#-!根号"4#-&按以上方法)与E组合
加(

2

(乘(除运算$尺规能做成%!操作後根号
$

为-4$*$07",0- **0,%与理论根号
$

A-4

$*$07",0- 0&7%求作出的正方形边长误差为5 A# 0#4##########*$电子计算机无法测
量%&如以地球半径,*##公里为圆NA$&求作出的正方形边长5误差为# 0#4#"0,矨米3

*(做正任意边形$正$%(%(7($$($-边形%3

按照+崔荣琰三分角法,的原则!创建"四又四分之一#弧("二又四分之一#弧("三又
二分之一#("二又四分之三#弧("三又四分之一#弧(弧标准分割器!将"7#度角弧平移入
弧标准分割器#中!经整合後同样可以简捷(明了(正确地破解*

$$%高斯用代数方法破解的'"做正$%边形#&

$"%高斯
3

有破解的'"做正7边形(做正%边形#&

$-%高斯<做正/边形=定理中判定无解的'"做正$$边形(做正$-边形等#&世界顶
级难题3结果均为"零#误差&

$*%可以"俟正$任意%/边形#&打破了"做正/边形#定理&

七大$死题%难题破解作图附後
以上七大"难题破解#!作图工具$尺规%简单(工艺完美!可操作!"零#误差!有广泛的

实用价值!初中生就能完全掌握应用3理论是实践的总结!实践在变!理论当然要变3

'&,'



於"##,年$$月",日下午在上海市科学会堂公开破解演示
$仅就"任意角三等分#作出资料提供'''本刊注%

$5%用尺规任意角三等分3

+崔荣琰三分角法,第一种方法即+$("(-点法,$可分任意角# 0$&#Y%3

解实*角弧(角弦与角底边共同交点为一点E&

拟求作三等分的一条角边与角弧(角弦相交的点为二点$'(-%&角顶点)与'(-

为三点&只要使E'AE-$圆规能解
'

%)('(-在一条直瞃上$直尺能解
'

%3那
)

这条直瞃就是三等分角边3E'AE-为三等分角的弧长$弦长%3

操作&用直尺过角顶点由角底边向上移动!当直尺与角弧(角弦的交点'(-至E点距离
相等$圆规能解

'

%3该等长的E'AE-就是三等分的弧长$弦长%3为了直尺移
动至准确位置!可作)E间的中点)$为圆心)$E为半径作半圆3半圆的点$%%至
角弧(角弦等距离!$%-A%'%就是直尺移动停止的点3

证明*已知*E-AE'AE

$

'

$

AE

$

-

$

!'

$

'

(

E

$

E$)'

$

A)'!)-$ A)-等腰
%

形%

因为
'

$ A

'

-

'

$ A

'

"$等腰
%

形底角相等%

'

- A

'

*$同一顶角的二等腰
%

形底角相等%

所以
'

$ A

'

" A

'

- A

'

* A

'

0 A

'

, A

'

% A

'

&所以
'

E

$

)'

$

A

'

'

$

)'

A

'

')E$三个顶角边相等%

结果*作图完美(正确!"#误差#!数学证明完整(简单(易懂3尺规一定能三等分任意角3

'7,'



$E%三等分任意角
'

$(

'

"$崔荣琰三等分角之第二种方法%3

操作*"作三等分弧标准分割器#使 ) ) )

'- A-,A,1将
'

$弧平移入三等分割器中3

$

"

'

"弧平移三等分割器中!弧度一改的弧$即弧度半径相同!长度不同的弧同样
弧三等分%

结果*符合了千年古代科学家命题要求三等分任意角"##误差3

专家等用肉眼(量角器(圆规杆测"##误差3

'#%'



$'%任意角三等分$# 0$&#Y%+崔荣琰三等分角法,第三种简称"二弧四点法#3

三等分任意角
'

')E3

作图*

'

')E!

)

E'为一弧&以)E为直径作半圆)

)E为二弧&直尺过E点向'点移动!交)
)E

於%点(

)

E'於%

$

点!%

$

为图心!)'为圆心%

$

的切瞃!切点%

-

!连%

$

%

-

垂直於)'&

E点(%点(%

$

点(%

-

点为四点&直尺过E点向'点移动至%

$

%A%

$

%

-

时停止$圆
规能方便(正确的做到%&当%

$

%A%

$

%

-

时直角
%

形%

$

%

-

)

)

直角
%

形%

$

)%$直
角

%

形斜边和一直角边对应相等%&而直角
%

形%

$

)%

)

直角
%

形$直角
%

形
斜边一直角边对应相等%&$&#度弧上任意一点和)E相连!其角)%E为直角$7#

度角%&

结论*直角
%

形%

$

%

-

)

)

直角
%

形%

$

%)

)

直角
%

形%)E*因此其相应角也相等3四
点眐成的三段直瞃相等$圆规(直尺能轻易而正确的做到%3

六&後记
-&##年七大数学"死题#公开破解会!在方方面面的支持下!於"##,年$$月",日在上

'$%'



海科学会堂取得圆满成功3

新华社(北京科技报(东方早报(香港大公(重庆晚报(上海汽车报(劳动报(中国教育发
展(中国教育在瞃(中国数学教育(中国基础教育(全国教育资讯(中教(新浪(雅虎(网易(

#

数(亚洲教育(多伦多(搜狐(东方(新民(新民盷刊(上海数学会(上海科普等近百家媒体(互
联网及时登载了崔荣琰先生在上海市科学会堂破解的新闻和破解方法3

报导的标题有*

,#岁老人破解-&##年数学"死题#&

中国数学狂人破解-&##年数学"死题#&

沪翁破解-&##年数学"死题#&

数学狂人破解世界数学难题&

--等3

按国际惯例!世界顶级创新成果!要向国
%

外相关数学机构及媒体公示!如二年
%3

有
重大破绽被揭示!就能认定*国际公认破解成功3

这七大数学"死题#破解!初等几何!应该让全球数千万中学生及更多的数学爱好者
了解(掌握!故公开出版发行3

作者水平低下!不妥之处难免!特
?

砖引玉(集思广益!用团队精神!使中国人早日拿下
世界数学皇冠上的"七颗#古老而璀璨的明珠3

再一次向!看我破解的数学教师(数学毕业生(数学编辑(数学爱好者(相关领道等!

表示感谢&

向不想看(不相信的相关专家!表示致敬&你们从反面(肯定了难题的货真价实(名不
;

传3

诚望!各界人士齐正4

/编者按0崔荣琰先生热情地送给澳门数学教育研究学会会长汪甄南先生一本惊世大
作*-&##年七大数学死题破解+%本论文是作者之大作的部分

%

容!特别是%破解之展示仅
刊登.三等分角/的

%

容"!标题的编号属本刊加插%特此说明"0为与澳门的数学爱好者%遵
照汪会长的达谈%今将该文的部分

%

容刊登於本刊%供读者欣赏0该
%

容在国
%

外的数学界
中%专家的评论很不一%本刊本著$文责自负%和$百家齐放(百家

'

鸣% 的精神刊登於本刊
物%供读者参考和研究0

按汪会长的安排%近期崔先生将应澳门数学教育研究会的邀请来澳作专题讲座和相关
的作图演示0

!

时欢迎数学爱好者勇跃参加0

又%*-&##年七大数学.死题/破解+一文是作者!由香港相关出版社出版"的相应专著
中的部分

%

容%特此说明0

'"%'



"#$&$希望杯%全国数学邀请赛"中学第二十九
(

#

报名人数统计表

学校名称 初一 初二 初三 高一 高二 合计
澳门大学附属应用学校 "& -* "* % -* $"%

培华中学 $# $# $# $# $# 0#

圣保
@

学校 -# -# -, -, -# $,"

A

华中学 "* "* "* "* "* $"#

菜农子弟学校 *# *# *# *# *# "##

鱶仔坊
B

学校$中学部% "# "# "# "# "# $##

镜平学校
,

0# *# 0# *0 *# ""0

培正中学 -- ** -7 $-$ $00 *#"

澳门坊
B

学校 "0 "0 "0 "0 "0 $"0

陈瑞祺永援中学 $$ $* $- 7 $- ,#

培道中学 -# -# -# -# -# $0#

圣公会$澳门%蔡高中学 "# "# "# # # ,#

教业中学 $# $0 $# $# $0 ,#

濠江中学 -, -, *# ,# ,# "-"

同善堂中学 "# "# "# "# "# $##

劳工子弟学校 -# -# -# -# -# $0#

浸信中学 *# *# *# *# *# "##

广大中学 0 , 7 & $- *$

新华学校 " " " " " $#

濠江中学附属英才学校 *& *& ", ", # $*&

东南学校$中学部% 7 $$ $" $% $% ,,

利玛窦中学 # # - % # $#

慈幼中学 0 $" " # # $7

圣罗撒女子中学中文部 "" $0 $* -" 0- $-,

合计 0*& 0,, 0-7 ,"7 ,%$ "70-

'-%'



"#$&$希望杯%全国数学邀请赛"小学第十六
(

#

报名人数统计表

学校名称 小四 小五 小六 合计
濠江中学附属英才学校 %0 ,# *0 $&#

培道中学$小学部%南湾分校 -" -" -" 7,

培道中学鱶仔小学分校 "# "# "# ,#

教业中学 $0 $0 "# 0#

教业中学$新口岸小学% "# "# "# ,#

菜农子弟学校 ,* ,* ,* $7"

鱶仔坊
B

学校 $" $, $" *#

镜平学校$小学部% *# *# *# $"#

培正中学$小学部% &$ %" 70 "*&

圣若瑟教区中学第五校 -" -" -" 7,

澳门坊
B

学校$小学部% $, $, $, *&

陈瑞祺永援中学 $0 $0 # -#

濠江中学附属小学 $*- $*, 7& -&%

同善堂中学$小学部% -# -# -# 7#

澳门浸信中学$小学部% - % $$ "$

澳门大学附属应用学校 "$ $0 $, 0"

培华中学附小 & & & "*

妇联学校 "# $" & *#

圣公会$澳门%蔡高中学 "# "# $# 0#

东南学校 , & # $*

新华学校$小学部% "# "# "# ,#

澳门中德学校 # * 0 7

海星中学$南湾分校% 0 , % $&

圣善学校 - " " %

莲峰普济学校 0 7 , "#

圣罗撒女子中学 "& "- "& %7

合计 %-* %$" ,*0 "#7$

'*%'



澳门数学教育研究学会
联络地址*澳门殷皇子大马路$$号群发花园第一座$*楼/

电话*&0- +"&7,0"0-!&0- +,,&%&00- 传真*&0- +"&%&&"07

6+?@AB*?@C@D?@EFGH@FII1CI?1FJ !AKL?@C@DGH@FII1CI?1FJ

MNOPAEN*FEEQ*RRLLL1?@EFP?I1CI?R

会务活动纪录

!""!年
,月$%日 在鱶仔海岛公证署办理本会注

7

手续1

!""#年
,月%日 举办"中国数学教学的双基原理

.

"##"年数学教育高级研讨班#

..

会议精神传达报告会1

$"月$-($*日举行中小学"数学开放题教学#专题研讨会及示范课1

$"月 +澳门数学教育,创刊号出版1

!""$年
*月$%日 举办"=3S4@O和动态数学教学#讲座1

7月-#日 赴杭州拜访教育研究中心!访问海宁市崇文实验学校及杭州市南宛
小学1

$#月7($#日 举行"数学情景与提出问题教学#专题研讨会及示范课1

!""%年
-月"* +"&日赴贵阳(兴义市参观和交流!访问兴义八中和延安路小学1

*月$,日 与教育出版社合办"突破儿童数学思维空间#研讨会及+新思维数学,

教材展览会1

$$月",("%日举行"全国小学特级数学男教师教学风采展示#专题研讨会及示范课1

$"月"# +"&日前往武汉访问华中师范大学第一附属中学(东方红小学以及育才第二
小学1

!""&年
-月*日 举办"因材施教(拔尖保底

..

如何帮助数学差生学习#专题研讨会1

'0%'



*月$*($0日 赴广东省河原市第二小学和河源市中学观课1

,月"0 +"7日前往山东济南参观济南第十二中学和解放路第一小学1

$"月7 +$#日举行"国家数学教育高级研修班<数学教师教育=澳门会议#1

!""'年
*月"&("7日 与全国尝试教学理论研究会合办"两岸四地小学数学课堂教学观摩及

说课比赛#1

%月*(0日 与澳门大学教育学院合办"有效的数学教学*一个国际视角#及"有效
数学教学实务*美国的经验#讲座1

%月-#日至
&月-日 访问陕西省西安市吉祥路小学(西安市第一中学(西北工业大学附小1

7月$日 举办"创造性数学的想法及方法运用#讲座1

!""(年
$$月$日 举办"小学数学专家讲座#1

$$月""日 举办"中学数学教育改革成功经验介绍暨课堂教学展示#专题会议1

!"")年
0月"7日(-#日前往美国参加第-*

"

美国高中数学竞赛$/234%!荣获国际组第一
名1

&月$0日T"#日访问内蒙古包头市铁路二中1

$$月$*日 举办"数学教学的有效性与开放性#研讨大会及示范课1

$"月0日(,日举办"第一
"

澳门小学数学优质课堂教学#评比大会1

$庆祝祖国成立,#盷年!澳门回归$#盷年!本会成立0盷年活动%

!"*"年
,月 成立"澳门数学

#

林匹克学会#!政府宪报刊登该会章程1

$$月",日("%日组织$&名数学优秀学生前往北京参加首
"

世界数学团体锦标赛1

$月$&日 华东师范大学聘请汪会长担任华东师范大学国际数学
#

林匹克研究
中心澳门实验培训基地主任1

!"**年
$月"&日 8美国高中数学竞赛9澳门区代表队荣获澳门特区政府颁授功绩

&

状1

7月"%日("&日与澳门大学教育学院合办"国际著名教育家苏霍姆林斯基教育理念介
绍会#1

',%'



!"*!年
,月7日 举办"如何激发学生数学创造力讲座暨中学数学课堂教学展示#公

开课1

&月$ +,日 赴吉林(延边中(小学进行学术交流1

$$月- +*日 举办"全国小学数学四大教学流派课堂教学展示课#1

$$月-日晚上举行庆祝本会成立十盷年晚宴!十盷年成果展1

!"*#年
*月,日 举办亚太区小学

#

数$澳门区%选拔赛1

*月$*日 进行中学第二十四
"

(小学第十一
"

"希望杯#澳门地区第二试
'

赛1

*月$,日 名誉会长陈明金先生宴请本会!表示对本澳数学教育的支持和鼓励1

0月$$日 举办"幼儿教育理论讲座与幼儿教学实践示范课#1

,月$日 赴新加坡参加"#$-亚太小学数学
#

林匹克总
'

赛1

0月-$(,月$日前往美国参加第-&

"

美国高中数学竞赛$/234%!澳门队第二1

,月$0 +$7日举办数学实验'''统计与概率工作坊1

%月$#日 澳门基金会为/234澳门队凯旋而归的健儿举行庆功宴1

%月$& 日 举行希望杯(亚太区小学
#

数$新加坡%(数学大王赛颁
&

礼暨
$/234%美国高中数学竞赛成果

C

报会1

&月$ +%日 赴哈尔滨(鸡西中(小学进行学术交流1

$$月$, +$%日与澳门大学教育学院合办8尝试教学理论研究华人论坛9和幼儿教育
报告会1

$"月% +7日 举办8中学(小学数学
#

林匹克教练员考级证书培训班91

$"月 +澳门数学教育,第十一期出版1

!"*$年
$月$$日 举行8几何王9初中平面几何学习软件介绍会1

*月-日 拜访澳门基金会1

*月$-日 进行中学第二十五
"

(小学第十二
"

U希望杯U澳门地区第二试
'

赛1

*月$0日 拜访澳门教育暨青年局1

*月$%日至"$日赴台湾澎湖(高雄参访活动1

*月",日 举办"史丰收速算法#介绍会1

0月-# +-$日前往美国参加第-7

"

美国高中数学竞赛$/234%!澳门队第二1

,月$*日 举行8领道数学科组工作经验介绍会暨渖阳七中教学展示课9活动1

%月$$日 举行8几何王9初中平面几何学习软件培训班1

'%%'



%月$"日 举行希望杯(亚太区小学
#

数$新加坡%(数学大王赛(环亚太杯国际
数学赛(中小学数学

#

林匹克教练员考级证书颁
&

礼暨$/234%美国
高中数学竞赛成果

C

报会1

&月$# +$,日派学生前往四川西昌参加澳门基金会教科文中心航天团1

$#月$&日 举办U熟能生巧数学观点讲座暨高中数学教学展示课U1

$$月"" +"-(

"7 +-#日 举办"史丰收速算法#道师培训班1

$"月,日(%日举办"第五
"

澳门小学数学优质课堂教学#评比大会暨全国协作区孔
子杯小学数学课堂教学大赛$澳门赛区%1

$"月 +澳门数学教育,第十二期出版1

!"*%年
$月$,日 拜访澳门基金会3

$月-$日 举行成立"史丰收速算法#培训基地新闻发?会3

*月$"日 进行中学第二十六
"

(小学第十三
"

"希望杯#澳门地区第二试
'

赛3

*月$7日 拜访澳门教育暨青年局3

0月$#日 汪会长参加上海"小学数学教师教育高级研修班#3

0月"-日 举行8任勇的数学教学主张9讲座3

0月"& +-$日前往新加坡参加第",届亚太区小学数学
#

林匹克赛
'

赛3

0月"7 +-#日前往美国参加第*#

"

美国高中数学竞赛$/234%!澳门队重获冠军3

,月$-日 举行希望杯(亚太区小学
#

数$新加坡%(数学大王赛(环亚太杯国际
数学赛暨$/234%美国高中数学竞赛成果

C

报会3

,月- +%日 澳门大学教育学院与本会合办"数学整数教育U专题研讨会3

,月,日 邀请意大利几何学专家和捷克数学家教育专家举行讲座3

,月"%日 往港参加史丰收速算两岸三地比赛3

%月$$日 与澳门大学教育学院(香港资优教育学会合办8环亚太杯国际数学邀
请赛总

'

赛93

&月 +两岸三地癉大数学教程,出版3

&月& +$"日 澳门队赴桂林参加M3'世界数学邀请赛3

&月$0 +"#日赴陕西省进行学术交流3

$#月$%日 举办"幼儿教育报告会及幼儿史丰收速算法演示课#3

$"月0日(,日举办"第一
"

小学新思维数学"澳门杯#课堂教学大赛评比大会#3

$"月%日 获澳门特别行政区授予团队功绩
&

状3

$"月 +澳门数学教育,第十三期出版3

'&%'



!"*&年
$月$%日 举办"儿童资优培育#介绍会3

-月0日 举办"希望杯数学兢赛试题分析#讲座3

-月$7日 合办"中(小学数学实验和智力发展#专题讲座3

0月", +"7日前往新加坡参加第"%届亚太区小学数学
#

林匹克赛
'

赛3

,月- +*日 前往美国参加第*$

"

美国高中数学竞赛$/234%!澳门队获亚军3

,月$&日 举行希望杯(亚太区小学
#

数$新加坡%(数学大王赛(环亚太杯国际
数学赛暨$/234%美国高中数学竞赛成果

C

报会3

$#月""日 举办"云南丽江市教育局讲座暨中学示范课#3

$$月$7日 举办"四川省成都市成华小学示范课#3

$$月"0 +"7日前往马来西亚参加3'3;马来西亚国际
#

数竞赛3

$"月$# +$$日举办第二
"

小学"新思维数学#澳门杯课堂教学比赛3

$"月 +澳门数学教育,第十四期出版3

!"*'年
-月$$日 庆祝十五盷年会庆暨春茗聚餐3

0月"0 +"&日前往新加坡参加第"&届亚太区小学数学
#

林匹克赛
'

赛!邵敏老师
带领!$濠江%张健莹($培正%叶俊濠和$濠江英才%洪崇博同学获白
金

&

!张健莹同学在新加坡勇夺国际荣誉
&

!为澳门学界
,

光3

,月" +-日 组织本澳$&名数学优秀学生前往美国拉斯维加斯
%

华达大学拉斯维
加斯校区$V)4W%参加第*"

"

美国高中数学竞赛$/234%!澳门队领
队(教练汪甄南(施振雄(邓海棠(金鑫!队员包括$濠江%谈皓(李明
亮(袁浩轩(李俊盓(李浩源(戴盳雅($教业%郑启源($镜平%何浩贤(

陈明浩(廖俊龙(

1

丞贤($劳校%蒋岳澎(李家维(睴鞍华($培道%睴
文浩(廖汶锋(王志华($

A

华%萧俊聪3比赛完毕後!?览洛杉矶植物
园和环球片场等景点3澳门队於国际排名榜亚军!为澳门学界

,

光3

,月$%日 於濠江中学礼堂举行希望杯(亚太区小学
#

数$新加坡%(数学大王
赛(环亚太杯国际数学赛暨$/234%美国高中数学竞赛成果

C

报会3

教育暨青年局
1

超然处长为获得者及其教练员颁发
&

牌和证书3

%月& +7日 於濠江中学礼堂举行首办8首
"#

林匹克数学三维杯环亚太国际邀请
赛赛$"#$%%9!这次"三维杯#环亚太国际邀请赛$-=<DQ ./.%有澳
门(香港(上海(深圳(成都(绵阳(高雄(越南(马来西亚(菲律宾(印度
尼西亚等亚太区国家及地区的0$&名中小学生参加竞赛活动!教育暨
青年局陆荣辉先生等颁

&

3个人赛
&

项*初小组冠军$上海刘昱辰同
学%(中小组冠军$绵阳陈奕文同学%(高小组冠军$成都程浩同学%&

'7%'



初中组冠军$濠江中学高伟盛同学%&高中组冠军$培道中学廖汶锋同
学%3

7月$"日 拜访谭俊荣司长3

$$月*日 於高美士中葡中学多功能厅举办"海峡两岸小学数学课堂教学交流展
示#!邀请吉林省长春市第二实验小学刘丽萍校长讲"学校领道如何
做好数学教改工作#经验介绍(上海浦东梅园小学沈瑾老师作小三
年级:轴对称图形;展示课$同善堂同学参与%(吉林省长春市第二实
验小学林晶老师作小四年级:可能性;展示课$浸信同学参与%(台湾
台东广原国小邱泓智老师作小五年级:分数的乘法与分数基本概
念;展示课$培正同学参与%3

$"月7日($#日於高美士中葡中学礼堂举办第三
"

小学"新思维数学#澳门杯课堂教
学比赛3

进入
'

赛老师*

浸信中学李
D

棉老师!课题*小五:认识方程$一%;

新华学校睴雪婷老师!课题*小三:"*小时报时制;

明爱学校林丽燕老师!课题*特殊教育轻度班:初步认识分数;

濠江中学附属小学谭慧欣老师!课题*小三:初步认识分数;

化地玛圣母女子学校
=

毅清老师!课题*小二:认识时(分;

评委*方运加教授$首都师范大学数学%(邱学华院长$常州大学尝
试教育科学研究院%(史丰宝主任$史丰收速算法推广中心%(郑志民
主任$澳门数学教育研究学会副会长%(蔡兆明$澳门数学教育研究学
会副理事长%3

评选结果*

一等
&

*李
D

棉老师(谭慧欣老师
二等

&

*睴雪婷老师(林丽燕老师(

=

毅清老师
$"月 +澳门数学教育,第十五期出版3

'#&'




