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关於极与极瞃和配极的一些探讨

李祥立

引子!广东省初等数学学会第二
!

第一次学术会议於 !"#$年 ##月 !% !!&日在深圳举

行!拙作一篇参与该
!

论文评比!幸获一等
"

首名"现将之略作修订!附
#

於下!欢迎读者批

评指教"

" ##对
!

圆配极

我们知道!对於圆锥曲瞃
!

!定点$及定直瞃 %!若过$之任意动直瞃分
$

交 %与
!

於

点 &和&

#

!&

!

!恒有交比#$!&!&

#

!&

!

$'!##即
$&

#

&&

#

%

$&

!

&&

!

'!#$!则$与 %有极与极瞃之

关#下图分
$

显示$在
!

外部区域与
%

部区域之情癋&

当
!

是两相交直瞃时#退化圆锥曲瞃$时!仍有极与极瞃!图如下&

'#'



我们一般称四边形#凸或凹$不相邻之两条边
&

对边!不相邻之两顶点的连瞃称
&

对

角瞃#若把对角瞃也称
&

对边#即共有三双对边$!则可将射影几何中最基本的一个定理

#在此称
&

引理$用最简单的方式
'

述於下&

引理!圆锥曲瞃
%

接四边形#凸或凹均可$任两双对边交点的连瞃!与第三双对边的交

点有极瞃与极之关#

这个定理的证明!一般射影几何教本都有提及!在此不赘
(

#在後面亦会经常引用而不

一一指出#

定义 ###!以()表点(和)点的连瞃!馀类推#

定义 ##!!以表直瞃 *和+直瞃的交点!馀类推#

定义 ##'!在射影平面上!存在著多种逆射!可将平面上的点逆射至平面上之直瞃!成一

一对应!?且!共瞃的点逆射至共点之直瞃!则点与直瞃可成对偶关!我们简称之
&

对偶

法则#

例如!对
)

圆,

!

-.

!

'!#配极!即是&若将每一点之齐次座标#,

#

(,

!

(,

'

$视作直瞃之

齐次座标#/

#

(/

!

(/

'

$!亦即逆射
"

/

#

/

!

/
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
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

'

!

"&

实数!

"!

"可将平面上之点

与直瞃成一一对应!?且!共瞃的点逆射至共点之直瞃#

对偶法则可将平面上关於点的命题转化
&

直瞃命题#例如!共瞃的点可转化
&

共点的

瞃$!逆之亦然#

定理 ###!共瞃点集((!)!0!$)与共瞃点集((1!)1!01!$1)中!若直瞃 ((1!))1!001!

$$1共点!则直瞃231与213的交点#其中2'(!)!0!$*3'(!)!0!$!但2

!

3!如&()1

与(1)的交点!(01与(10的交点等$共 )点必共瞃#此直瞃与((1!))1!001!$$1所共之点

有极瞃与极的关$#

+#,

'!'



容易推得

定理 ##!!共瞃点集((

#

!(

!

!-!(

4

)与共瞃点集((1

#

!(1

!

!-!(1

4

)中!若直瞃 (

#

(1

#

!

(

!

(1

!

!-!(

4

(1

4

共点!则直瞃(

5

(1

6

与(1

5

(

6

的交点#其中5'#!!!-!4*6'#!!!-!4!但5

!

6$共
#

!

#4

!

!4$点必共瞃#此直瞃与(

#

(1

#

!(

!

(1

!

!-!(

4

(1

4

所共之点有极瞃与极的关$#

定理##'!共点瞃束(*!+!7!%)与共点瞃束(*1!+1!71!%1)中!若点 **1!++1!771!%%1共瞃!

则点,.1与,1.的连瞃#其中,'*!+!7!%*.'*!+!7!%但,

!

.!如&*+1与 *1+的连瞃!*71与

*17的连瞃等$共 ) 条直瞃必共点#

'''



证明!运用对偶法则於定理 ####

定理 ##%!共点瞃束(*

#

!*

!

!-!*

4

)与共点瞃束(*1

#

!*1

!

!-!*1

4

)中!若 *

#

*1

#

!*

!

*1

!

!-!

*

4

*1

4

共瞃!则 *

5

*1

6

与 *1

5

*

6

的连瞃#其中5'#!!!-!4*6'#!!!-!4但5

!

6$共
#

!

#4

!

!4$

条直瞃必共点#

证明!运用对偶法则於定理 ##!#

" !#对一般圆锥曲瞃配极

在射影平面上!对任一非退化圆锥曲瞃!存在著一射影变
*

!将平面上每一点逆射至其

关於此圆锥曲瞃之极瞃!这种射影变
*

称
&

配极#故对任一非退化圆锥曲瞃而言!平面上每

一点与其极瞃有对偶关#在配极中!圆锥曲瞃上的点!与过此点的切瞃对偶#

$89*:;/89定理告诉我们!

"

()0与中
"

(1)101!对应顶点连瞃共点之充分且必要条件

&

&对应边之交点共瞃#在这种情癋下!我们简称这两个三角形有$89*:;/89关#

&*97*<定理#

&

省篇幅!其
%

容在此不赘$的对偶就是&对圆锥曲瞃
!

的任两组切瞃(*!

+!7)和(*1!+1!71)而言!*+1与 *1+的连瞃!*71与 *17的连瞃!+71与+17的连瞃!这三瞃必共点

#):=*47>?4定理$#图形如下&

上述):=*47>?4定理中之 **1!++1!771三点不一定共瞃#若 **1!++1!771三点共瞃!则(*!

+!7)所围成之三角形与(*1!+1!71)所围成之三角形有$89*:;/89关#

定义!##!

!&

一非退化圆锥曲瞃!设三角形
"#

之三顶点分
$

关於
!

的极瞃所围成之

三角形
& "#

1!则称
"#

1

& "#

之极三角形#

'%'



若直瞃 *通过直瞃+之极!则直瞃+亦必通过直瞃 *之极!由此!容易证明&若
"#

1

&

"#

之极三角形!则
"#

亦
& "#

1之极三角形#

定理 !##!若
"#

1

& "#

之极三角形!则
"#

与
"#

1有$89*:;/89关#

证明!设
"#

与
"#

1分
$&"

()0与
"

(1)101!其中)101在(的极瞃上!(101在)的

极瞃上!(1)1在0的极瞃上!如下图所示&

设(!)!0的座标分
$&

#,

#

!.

#

$!#,

!

!.

!

$!#,

'

!.

'

$!圆锥曲瞃方程
&

*,

!

-!>,.-+.

!

-

!;,-!@.-7'"!矩阵表示法
&

2

A

$2'"!其中2'
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A表2之转置矩阵!则)101的方程
&

2

A

#

$2'"!以<

#

'" 简记之!

即<

#

'2

A

#

$2*

(101的方程
&

2

A

!

$2'"!以<

!

'" 简记之!即<

!

'2

A

!

$2*

(1)1的方程
&

2

A

'

$2'"!以<

'

'" 简记之!即<

'

'2

A

'

$2!

将)的座标代入<

#

!所得之数
&

2

A

#

$2

!

!即2

A

#

'$2

!

'*,

#

,

!

->#,

#

.

!

-.

#

,

!

$-+.

#

.

!

-;#,

!

-,

#

$-@#.

!

-.

#

$-7#同理!2

A

#

$2' 代表将0的座标代入<

#

所得之数!馀类推#

留意&2

A

#

$2

!

'2

A

!

$2

#

!2

A

#

$2

'

'2

A

'

$2

#

!馀类推#

方程#2

A

#

$2

'

$<

!

!#2

A

#

$2

!

$<

'

'"表一过<

!

'"和<

'

'"交点的直瞃!即过(1#因(101

与 (1)1的交点
&

(1$!又 (的座标满足方程 #2

A

#

$2

'

$<

!

!#2

A

#

$2

!

$<

'

' "#因

#2

A

#

$2

'

$#2

A

#

$2

#

$'#2

A

#

$2

!

$#2

A

'

$2

#

$$!故直瞃#2

A

#

$2

'

$<

!

!#2

A

#

$2

!

$<

'

'"亦通过(!於

是(((1的方程
&

&#2

A

#

$2

'

$<

!

!#2

A

#

$2

!

$<

'

'"((( ##$

同理!

))1的方程
&

&#2

A

!

$2

#

$<

'

!#2

A

!

$2

'

$<

#

'" #!$

'&'



001的方程
&

&#2

A

'

$2

!

$<

#

!#2

A

'

$2

#

$<

!

'" #'$

将##$!#!$!#'$相加!结果
&

"!即((1!))1!001共点#有可能是无限远点$!故
"

()0

与
"

(1)101有$89*:;/89关#

定理 !#!!若
"#

与
"$

有$89*:;/89关!

"#

1

&"#

之极三角形!

"$

1

&"$

之极

三角形!则
"#

1与!

"$

1亦有$89*:;/89关#

证明!平面上的点与其极瞃有对偶关#若
"#

与
"$

有$89*:;/89关!用配极即得

"#

1与
"$

1亦有$89*:;/89关#

定理!#'!若
"

()0与
"

(1)101均
%

接於圆锥曲瞃
!

且有$89*:;/89关!

!

中过(!)!

0!(1!)1!01之切瞃分
$

设
&

*!+!7!*1!+1!71!则(*!+!7)所围成之三角形与(*1!+1!71)所围

成之三角形亦有$89*:;/89关!其逆亦真#

证明!运用定理 !#!#圆锥曲瞃上之点与过此点的切瞃有对偶关#此定理之前提与结

论恰好成对偶关#

定理 !#%!若圆锥曲瞃
!

的一组切瞃(*!+!7)所围成之三角形和另一组切瞃(*1!+1!71)

所围成之三角形有$89*:;/89关!设切点分
$&

(!)!0!(1!)1!01!则()0与(1)101亦有

$89*:;/89关#

证明!前提与结论恰好成对偶关!又定理 !#' 与定理 !#% 亦恰好成对偶关#

定理 !#&!若
"

()0与
"

(1)101均
%

接於圆锥曲瞃
!

且有$89*:;/89关!设对应顶点

之连瞃共点於$!对应边之交点共瞃於直瞃 %!则$与 %关於
!

有极与极瞃之关#

证明!设((1!))1!001共点於$#由$89*:;/89定理!()与(1)1之交点#或须延长!下

同$!(0与(101之交点!)0与)101之交点!必共瞃!设
&

%!则 %

&

$之极瞃#对於
!

而言!

弦()与(1)1之交点!(0与(101之交点!)0与)101之交点!()1与(1)之交点!-等必在$

关於
!

之极瞃 %上#反之!若()与(1)1之交点!(0与(101之交点!)0与)101之交点!这

')'



三点共瞃於 %!则由$89*:;/89定理之逆定理!((1!))1!001必共点!设
&

$#此时!()与(1)1

之交点!(0与(101之交点!)0与)101之交点!()1与(1)之交点!(01与(10之交点!)01与

)10之交点都在$之极瞃上!故$之极瞃必
&

%#

运用对偶关#配极$!可得相应之定理如下&

定理!#)!若
"

()0与
"

(1)101均外切#包括旁切$於圆锥曲瞃
!

且有$89*:;/89关!

设对应顶点之连瞃共点於$!对应边之交点共瞃於直瞃 %!则$与 %关於
!

有极与极瞃之关

#

在定理!#&的证明中可知!若
"

()0与
"

(1)101均
%

接於圆锥曲瞃
!

且有$89*:;/89关

!则弦()与(1)1之交点!(0与(101之交点!)0与)101之交点!()1与(1)之交点!(01与

(10之交点!)01与)10之交点!共)点共瞃#根据对偶法则!在定理!#)中!设
"

()0中(之

对边
&

*!

"

(1)101中(1之对边
&

*1!馀类推!则除了+7与+171之连瞃#即(与(1之连瞃$!

*7与 *171之连瞃#即)与)1之连瞃$!*+与 *1+1之连瞃#即(与01之连瞃$共点於$外!*+1

与 *1+之连瞃!*71与 *17之连瞃!+71与+17之连瞃亦共点於$!即上述 ) 瞃共点於$#

下图显示!对圆锥曲瞃
!

的两组切瞃(*!+!7)和(*1!+1!71)而言!当**1!++1!771共瞃时!

+7与+171之连瞃!*7与 *171之连瞃!*+与 *1+1之连瞃!*+1与 *1+之连瞃!*71与 *17之连瞃!+71

与+17之连瞃!这 )条直瞃共点#而当 **1!++1!771所共之直瞃通过
!

的对称中心时!这 )条

直瞃共点於无限远处#无限远点$#

'*'



定理 !#*!圆锥曲瞃
!

上有两组点((

#

!(

!

!-!(

4

)和((1

#

!(1

!

!-!(1

4

)!若直瞃 (

#

(1

#

!

(

!

(1

!

!-!(

4

(1

4

共点!则直瞃(

5

(

6

与(1

5

(1

6

的交点!(

5

(1

6

与(1

5

(

6

的交点#其中5'#!!!-!

4*6'#!!!-!4!但5

!

6$!共 4

!

!4点必共瞃#此直瞃与(

#

(1

#

!(

!

(1

!

!-!(

4

(1

4

所共之点有

极瞃与极的关$#

+!,

定理 !#$!圆锥曲瞃
!

上有两组点((

#

!(

!

!-!(

4

)和((1

#

!(1

!

!-!(1

4

)!若直瞃 (

5

(

6

与

(1

5

(1

6

的交点#其中5'#!!!-!4*6'#!!!-!4!但 5

!

6!共
4

!

!4

!

点$共瞃於 %!则直瞃

(

#

(1

#

!(

!

(1

!

!-!(

4

(1

4

共点#此点与 %有极与极瞃的关$#

证明!

"

(

#

(

!

(

'

与
"

(1

#

(1

!

(1

'

有三对对应边交点共瞃於 %!故(

#

(1

#

!(

!

(1

!

!(

'

(1

'

共点!

设
&

$#同理!故 (

#

(1

#

!(

!

(1

!

!(

%

(1

%

亦共点!此点亦必
&

$#依同理推导!最後得 (

#

(1

#

!

(

!

(1

!

!-!(

4

(1

4

共点於$#由定理!#*!知$与 %有极与极瞃之关##此时!(

5

(1

6

与(1

5

(

6

之

交点共
4

!

!4

!

点亦必在 %上!其中5'#!!!-!4*6'#!!!-!4!但5

!

6$

定理 !#+!圆锥曲瞃
!

有切瞃组(*

#

!*

!

!-!*

4

)和(*1

#

!*1

!

!-!*1

4

)!若 *

#

*1

#

!*

!

*1

!

!-!

*

4

*1

4

共瞃!则 *

5

*

6

与 *1

5

*1

6

的连瞃!*

5

*1

6

与 *1

5

*

6

的连瞃#其中5'#!!!-!4*6'#!!!-!4

但5

!

6$共 4

!

!4条直瞃必共点##此点与 *

#

*1

#

!*

!

*1

!

!-!*

4

*1

4

所共之瞃有极与极瞃之关

$

证明!运用配极於定理 !#*#

定理 !##"!圆锥曲瞃
!

有切瞃组(*

#

!*

!

!-!*

4

)和(*1

#

!*1

!

!-!*1

4

)!若 *

5

*

6

与 *1

5

*1

6

的

连瞃#其中5'#!!!-!4*6'#!!!-!4!但5

!

6!共
4

!

!4

!

条直瞃$共点於$!则 *

#

*1

#

!*

!

*1

!

!

-!*

4

*1

4

共瞃#此直瞃与$有极瞃与极之关$#

证明!运用配极於定理 !#$#

'$'



以下论述牵涉到共点线之交比"我们知道!共点之 % 直线!其交比等於此 % 直线与任一

条截线依次所交%点的交比"设共点於&之%直线
&

&&

#

!&&

!

!&&

'

!&&

%

!与任一截线依次交

於点(!)!0!$!则#&&

#

!&&

!

!&&

'

!&&

%

$'#(!)!0!$$#

定理 !###!设)不
&

圆锥曲瞃
!

上之点!过)作任意四条直瞃!若与
!

之交点依次
&

&

#

!B

#

!&

!

!B

!

!&

'

!B

'

!&

%

!B

%

#如下图所示$!则对
!

上任一点 &!恒有#&&

#

!&&

!

!&&

'

!&&

%

$

'#&B

#

!&B

!

!&B

'

!&B

%

$#

证明!由於&

#

B

!

与B

#

&

!

之交点!&

#

B

'

与B

#

&

'

之交点!&

#

B

%

与B

#

&

%

之交点!都在)关

於
!

之极瞃 C上#如下图所示$!

'+'



由直瞃之交比与其截瞃上点之交比的相互关!知#B

#

&

#

!B

#

&

!

!B

#

&

'

!B

#

&

%

$'#&

#

B

#

!

&

#

B

!

!&

#

B

'

!&

#

B

%

$#对上任一点!由 DE8=48:定理!#&&

#

!&&

!

!&&

'

!&&

%

$'#B

#

&

#

!B

#

&

!

!

B

#

&

'

!B

#

&

%

$!#&B

#

!&B

!

!&B

'

!&B

%

$'#&

#

B

#

!&

#

B

!

!&

#

B

'

!&

#

B

%

$!故#&&

#

!&&

!

!&&

'

!&&

%

$

'#&B

#

!&B

!

!&B

'

!&B

%

$#

定理 !### 之对偶
&

下列定理&

定理 !##!!对共瞃之 %点B

#

!B

!

!B

'

!B

%

!自每一点B

=

至圆锥曲瞃
!

作 !切瞃E

=

!E1

=

#='

#!!!'!%$!分
$

交
!

之任一固定切瞃F於&

=

!&1

G

#='#!!!'!%$!则#&

#

!&

!

!&

'

!&

%

$'#&1

#

!

&1

!

!&1

'

!&1

%

$#
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澳门数学会对澳门中小学数学教育的奉献

石 玮

!"#! 年!网络刊载著.学生能力国际评估计划/全球公?的#,-./$成绩结果&全球六十

五个国家和地区的十五岁学生参与能力测试!其中澳门基础教育系统不仅教育质量#数学

素养$成绩卓越!数学素养得分五百三十八分!比
#

九年五百二十五分!提高了十三分!获得

排名第六*教育公平程度亦继续称冠全球"

作
&

一名澳门数学教育工作者倍感欣慰!再一次体会到0有耕耘就有收获1这句话是真

理"由此见证到本澳数学教师在教青局的领导与组织之下!有关教学理念与教学方法的教

师培训已见成效"然而!澳门数学教育研究学会在本澳数学教育方面开展了大量的活动!

既有苦劳!也有功劳"盠现了一批甘愿
&

提升澳门中学生数学素养的辛勤奉献者"

自从二
##

二年六月澳门数学教育研究学会成立後!本会在汪甄南会长的领导下!开

展了各项数学教学活动约十七年之久#以下简称2数研会3$"

办"数学教育高级研修班#提升教师教艺

&

提升本澳数学教师的素质!汪会长率领
+

理事及本澳数学教师在2数研会3成立不

久!举办了.国家数学教育高级研修班/的关於4数学教师教育5的澳门会议!请来了十五位

国
%

顶级数学教育专家与学者!有&东北师范大学校长史宁中教授6西南大学宋乃庆校长6

华东师范大学6欧亚科学院院士张奠宙教授6北京师范大学数学通报主编张英伯教授等各

位博士学者!

&

澳门数学教师们作了精彩的学术报告*其後!

&

了提升数学教师关於培养学

生创造力的技能技巧!学会邀请了北京师范大学厦门培训中心主任张远南教授的题
&

0激

活数学思维的创造力1数学报告*

&

了提升数学教师的课堂教学效果!学会又邀请过全国闻

名的山东杜郎口中学的数学组长徐利老师来澳门展示课堂教学"

此後!会长又邀请过美国6德国两位数学教育专家!

&

澳门数学教师们做了关於如何培

养学生数学思维的优质培训"会长还邀请了两位国际著名乌克兰教育家介绍苏霍姆林斯

基关於调动学生学习积极性的教育理念介绍会"苏霍姆林斯基的教育思想突出的是对孩

子的爱!对教育事业的执著*独立思考6勇於坚持真理的高尚品格*以人
&

本的教育理念以

及实事求是的科研精神"

一年一度的全美高中数学邀请赛是一项历史悠久6在全球范围影响较大的高中数学赛

'##'



事"它与国际
,

林匹克数学比赛不同的是它不仅是一项个人赛事!同时还增设了团体赛6

接力赛和思考赛共四项比赛!全面考查学生在上述四个方面的数学能力"

学会培训中学生参加/012赛荣获四次第一与六次第二名殊荣

学会在全体理事的精心合作和筹备之下!通过自己命题!选拔出全澳的高中学生精英!

参加美国组织的世界范围的高中数学邀请赛#/012$"这些精英与培训教师是在2澳门教

青局3和2澳门基金会3的资助下赴美参赛的"

自从学会培训6组织本澳高中学生参赛十年来!均取得团体赛的四次第一与六第二名

的好成绩"而培训教师都是学会的理事在业馀时间兼任的!不仅增加了培训教师的工作

量!而且培训难度也大大增加"

用$请进来%与$走出去%的方法提升本澳教师素质

汪会长邀请过国
%

小学数学四大
-

学流派来澳展示优质课堂
-

学活动"参加展示现

场
-

学的专家有&全国小学数学
-

育专业委员会副理事长
.

正宪6全国尝试
-

育理论
/

究

会理事长邱学华6上海师范大学附属小学校长虞怡玲及重庆市长沙路小学副校长卞小娟"

近年来!学会组织本澳中小学生到香港参加.数学大王/的比赛6新加坡举办的国际中小

学生的数学比赛6本澳小学生多次参加过国
%

.史丰收速算法/!而且本澳许多小学生获得佳

绩"因版面有限!不一一列述!读者可参
0

数学教育研究学会的网页详细刊登著获
"

者名单"

历年来学会组织本澳的希望杯比赛6中小学的优质课堂教学评比*学会於 !"#' 年 &

月6## 月组织了幼儿教育理论讲座与幼儿教学实践示范课"

学会
&

了提升本澳数学教师水平!还组织过两
!,

数教师培训班!有些教师荣获
,

数

导师一6二级证书"

汪会长一直率领理事们本著2请进来3与2走出去3的提升教师素质的方法"2请进来3

是指请外地教育专家来澳指导本澳数学教师提癉专业水平"在多种形式的培训下!从而达

到逐步提升本澳数学教师素质的目的"汪甄南会长多次组织澳门中小学数学教师2走出

去3学习外地先进教学经验"2走出去3促使本澳数学教师顺应教改潮流!不断更新教育教

学观念!确立科学的改革观!使教师专业水准可持续发展"总而言之!十六年来!学会开展

的数学教研活动!多采多姿!不一而足"

!"#' 年汪会长应邀参加了"南极论坛#

由香港6纽约6日
%

瓦6巴黎等地精英人士参与发起的.南极论坛/於 !"#' 年 ## 月 !!

日至 #! 月 ! 日在南极举行!来自全球各地的各行业领导人物共一百六十四位代表!在阿根

'!#'



廷的乌斯怀亚乘坐由首屈一指的法国邮轮公司庞洛精心打造的北冕号邮轮前往世界上最

後一片
1

土南极!参与了这一历史上首次在南极大陆举办的人文盛会!澳门数学教育研究

学会汪会长应邀参加"

汪会长向有关代表介绍了崔世安特首在施政报告中所提的2教育兴澳3以及澳门在回

归祖国十三年来的教育发展所取得的丰硕成果!特
$

是连续十年澳门中学生代表在参加全

美高中数学竞赛#/012$所取得的优?成续!获得了与会代表的一致认同与赞赏"

南极论坛是一个国际性的论坛!大家坐在一起共同探讨今天的世界该怎
2

办!全世界

无论大国还是小国都面临很多问题"从这个意义上讲!南极论坛也是致力於
&

廿一世纪的

人类寻找一个美好的未来"

!"#* 年环亚太国际邀请赛在澳门濠江中学举行

!"#* 年
,

林匹克数学0三维杯1环亚太国际邀请赛於 * 月 $6+ 两日在澳门濠江中学举

行!这是澳门有史以来!规模最大6参与地区与人数#&#$ 人$最多6由澳门数学教育研究学

会主持的第一次国际
,

林匹克数学邀请赛"

,

林匹克数学0三维杯1环亚太国际邀请赛是一项具有国际影响力的数学比赛!参与这

次比赛的地区或国家有澳门6香港6上海6深圳6成都6绵阳6高雄6越南6马来西亚6菲律宾6

印度尼西亚等亚太区国家及地区的中小学生"

&

的是让数学教育工作者6教师6学生之间

进行经验分享与交流!透过2友谊第一!比赛第二3的理念!使各地的学生6教师建立起深厚

的友谊!且
&

促进世界和平做出贡献"是次活动不仅可以提升学生学习数学的兴趣!发挥

他们的数学睶能!同时也能提升学生的逻辑推理能力及解
3

数学问题的能力!培养其团队

合作精神"

!"#* 年 * 月 $ 日!是
,

林匹克数学0三维杯1环亚太国际邀请赛在澳门举行比赛的日

子"在濠江中学的大门口!醒目的电子屏上的标语.

,

林匹克数学0三维杯1环亚太国际邀

请赛/闪耀著粉红色的光芒"

由於篇幅所限!十六来本澳中小学生参加数学教育研究学会组织的各种比赛获
"

的中

小学生的名单!请观看数学教育研究学会的网页 3445&6677789:43;9<8=<96>?@=:4A<B6或澳

门数学
,

林匹克学会&3445&6677789:43;9<8=<96<CD95A=;6网站上查询"

历年来!数学会所组织的各项活动全是在假日举行!理事们要牺牲自己的休息时间6亲

子活动时间6陪伴家人的时间等等!每位理事每年至少需要义务加班百多个小时"教师职

业压力大是当前教育界一个比较普遍的共识"特
$

是数学教师的工作压力更大一些!任课

较多!改家课簿也多!学生成绩及格率也比其他学科低"

&

了提升本澳学生的数学水平!理

事们团结一致!

&

提升澳门中小学生的数学思维品质甘愿奉献!无怨无悔"如今学会肩负

著数学教育中前所未有历史使命!要求执教者们培养学生的创造性!而这个使命又要求身

负重任的数学教师们再接再励"

''#'



四校联考!!"#) 年" 数学模拟卷选择题

深度剖析#多元解答

澳门培道中学 邓海棠

澳门四校联考入学考试#!"#) 年$数学模拟卷的选择题题目如下!下面将对其逐题进

行深度剖析和多元解答"

第一部分 选择题&每题?四分'共?六十分&

##当,由 !

%

%

增加至
'

%

%

时!7?9,的值

(#一直上升((((( )#一直下降((((0#先上升後下降

$#先下降後上升 I#以上皆非

答案!0

剖析!这眧考查了三角函数.'7?9,的单调性!是澳门四校联考数学科考试大纲的第#'

点0三角1部分中的三角函数性质"三角函数是升大考试题的热点!也是难点!近年来的趋

势是?了对杂三角函数的转
*

和特殊技巧的考察!把重点转移到对三角函数的图象特

徵和函数性质的考查上".'7?9,是+!5

%

!

%

!!5

%

,#5

$

J$上的增函数!是+!5

%

!!5

%

-

%

,#5

$

J$上的
4

函数!可以循这个方向进行解题"

解法 #!运用函数.'7?9,的单调性"

E !

%

%

+!

%

!",!.'7?9,是+!

%

!",上的增函数!

及
'

%

%

$

+"!

%

,!.'7?9,是+"!

%

,上的
4

函数!

F 7?9,的值呈现先上升後下降的趋势!选0"

解法 !!结合图形@#,$'7?9,"

'%#'



如上图所示!7?9,的值呈现先上升後下降的趋势!选0"

解法 '!列表法"

,

!

%

%

"

%

%

%

!

'

%

%

7?9,

槡!

!

#

槡!

!

"

!

槡!

!

如上表所示!7?9,的值呈现先上升後下降的趋势!选0"

!#某手的标价比成本高出 %"K"若该手以七折出售!求盈利或亏蚀百分率"

(#赚 !$K(()#赚 #!K((0#赚 #"K(($#蚀 !K((I#蚀 #"K

答案!$

剖析!0百分数的意义及其在日常生活中的应用*盈利和亏损6折扣1是考试大纲中第 !

点的规定
%

容"由於与现实生活较
&

密切!也会作
&

实际应用来考查"

解法 #!把成本看成是 #!得所求的值
&

## -%"K$L*"K !# '!!K!即蚀 !K!选$"

解法 !!可以设成本
&

*!则有
*## -%"K$L*"K !*

*

'!"#"!!即蚀 !K!选$"

解法 '!也可以设成本价
&

*!出售价
&

+!

则有 *## -%"K$'

+

*"K

!解得+'"#+$*!即蚀 !K!选$"

'#在韦恩图中!阴影部分表示

(#2

%

#3

&

J$((( )#2

0

%

#3

&

J$(((0#2

%

#3

&

J$

0

$##2

&

3$

0

&

J(( I##2

0

&

3$

&

J

答案!I

剖析!本题考察了澳门四校联考数学科考试大纲的第#点0基本概念1中的0实数系统1

的0集合和子集的概念!集合的运算!?集6交集和补集!韦恩#M844$图1"集合是升大考

试的重点6热点
%

容之一"

解法 #!排除法"

阴影部分不含2!只有2

0

!排除(60*也不含3

&

J以外的部分!排除)6$*选I"

解法 !!另外一种排除方法"

'&#'



阴影部分是3的一部分!3

0不对!排除06$*阴影部分不含2!只有2

0

!即在2

0

%

!排除

(6)*选I"

%#若.

'

,!下列何者
&

正确7

!

,

'

.#(((

"

#.

!

'

,

!

(((

#

##.-,$

'

!,

(#只有
"

(((( )#只有
#

((((0#只有
!

和
"

$#只有
!

和
#

I#

!

6

"

和
#

答案!I

剖析!这是四校联考数学科考试大纲的第 '点 0变分&比6比例*正变6反变6联变及部分

变1的要求"以前是澳大的必考题型!以後未必会每年都考查"

解法 #!E.

'

,!F,

'

."

!

正确*

由於.随,正变!从而.

!

'

,

!

!

"

正确*

#.-,$

'

!,

(

#.-,$

'

#,-,$

(

.

'

,!

#

正确!选I"

解法 !!由.

'

,!.随,而正变!设.'5,!其中5

&

非零常数"

得,'

#

5

.!由
#

5

&

常数!得,随.而正变!

!

正确*

又.

!

'5

!

,

!

!及5

!

&

常数!得.

! 随,

! 而正变!

"

正确*

依设.'5,!其中5

&

非零常数!得.-,'#5-#$,'

5-#

!

8#!,$!及
5-#

!

&

常数!

从而.-,随 !,而正变!

#

正确!选I"

&#已知多项式F#,$可被 !,-#整除!而被,!#除馀数
&

#"若F#,$被 !,

!

!,!#除!

馀式是什
2

7

(#

!

'

,-

#

'

(()#,-

#

'

((0#

#

'

,-

!

'

(($#',-

#

'

((I#!,-

!

'

答案!(

剖析!长除法及综合除法6因式定理及馀式定理是四校联考数学科考试大纲的第%点要

求"这一类题目!通常都是用待定数法求解"

解法 #!待定数法"

设F#,$'#!,

!

!,!#$;#,$-#*,-+$!

则F#,$'#!,-#$#,!#$;#,$-#*,-+$!

由已知!根据馀式定理得 ;

!( )#

!

'"!;##$'#"

代入联立得方程组
!

#

!

* -+'"!

* -+'#

{
#

')#'



解之得

* '

!

'

!

+'

#

'

{
#

故所求馀式是
!

'

,-

#

'

*选("

解法 !!排除法"

在(中!

!

'

,-

#

'

'

#

'

#!,-#$!可被 !,-# 除尽*

在)中!,-

#

'

'

#

'

#',-#$!不可被 !,-# 除尽*

在0中!

#

'

,-

!

'

'

#

'

#,-!$!不可被 !,-# 除尽*

在$中!',-

#

'

'

#

'

#+,-#$!不可被 !,-# 除尽*

在I中!!,-

!

'

'

!

'

#',-#$!不可被 !,-# 除尽*

综上知)!0!$!I皆不符!选("

)#若 *和+

&

方程 !,

!

!,!& '" 的两个不相同的根!则 '

#

*

!

-

#

+

!

'

(#

!&

#+

((()#

#+

!&

(((0#

'*

%%

((($#

!#

!&

(((I#

!'

!&

答案!$

剖析!一元二次方程的解6根与数的关是四校联考数学科考试大纲的第 & 点要求"

相应解法有0根与数的关160求根公式160构造方程1法等等常用做法"

解法 #!用韦达定理"

由韦达定理得&* -+'!

!#

!

'

#

!

!*+'

!&

!

'!

&

!

*

则
#

*

!

-

#

+

!

'

*

!

-+

!

*

!

+

!

'

#* -+$

!

!!*+

#*+$

!

'

( )#

!

!

!!

!( )&

!

!( )&

!

!

'

!#

!&

!选$"

解法 !!用求根公式"

由求根公式得!,

!

!,!& '"的两个不相同的根
&

!#!#$N #!#$

!

!% L! L#!&槡 $

! L!

'

# N槡%#

%

!

不妨设('

# -槡%#

%

!+'

# !槡%#

%

!得 *

!

'

%! - 槡! %#

#)

'

!# -槡%#

$

!+

!

'

%! ! 槡! %#

#)

'*#'



'

!# !槡%#

$

!

从而
#

*

!

'

$

!# -槡%#
!

#

+

!

'

$

!# !槡%#
!

得
#

*

!

-

#

+

!

'

$

!# -槡%#
-

$

!# !槡%#
'$ L

#!# !槡%#$-#!# -槡%#$

#!# -槡%#$#!# !槡%#$
'

$ L!# L!

%%# !%#

'

$ L!# L!

%""

'

!#

!&

!选$"

解法 '!方程法"

E*和+

&

方程 !,

!

!,!& '" 的两个不相同的根!

F!*

!

!* !& '"!!+

!

!+!& '"*

两式相
4

!得 !#*

!

!+

!

$'* !+!即 !#* -+$#* !+$'* !+!而 *和+不相同!

从而可约去 * !+!得 !#* -+$'#!* -+'

#

!

*

又由 !*

!

!* !& '"!!+

!

!+!& '"!

得 *

!

'

* -&

!

!+

!

'

+-&

!

!故 *

!

-+

!

'

* -&

!

-

+-&

!

'

* -+

!

-& '

!#

%

!

由 *+'!

&

!

!得 *

!

+

!

'#*+$

!

'

!( )&

!

!

'

!&

%

!

则
#

*

!

-

#

+

!

'

*

!

-+

!

*

!

+

!

'

!#

%

!&

%

'

!#

!&

!选$"

*#若,-

#

,

'*!则槡,!

#

槡,
'

(#N槡*((()#N槡&(((0#N'((($#N*(((I#以上皆非

答案!)

剖析!本题目结合了四校联考数学科考试大纲的第 + 点要求0非瞃性方程&解分式方程

及无理方程1及第 ) 点要求0指数及根式&指数定律*根式的简化与运算1"此题既是根式的

运算!也包含了无理方程及分式方程的
%

容!必须要满足,O"#验根$这个隐含条件"对於

无理方程或者是根式的运算!一般而论!都是运用平方法或者
*

元法去求解!也可以把方程

的根计算出来再求解"

解法 #!平方法"

E 槡,!

#

槡
( )

,

!

',-

#

,

!!8槡,8
#

槡,
'* !! '&!

F槡,!

#

槡,
'N槡&!选)"

'$#'



解法 !!平方差对偶法"

由,-

#

,

'#槡,$
!

-

#

槡
( )
,

!

'#槡,$
!

-

#

槡
( )
,

!

-!槡,8
#

槡,
!! ' 槡,-

#

槡
( )

,

!

!! '* O"!

得 槡,-

#

槡
( )

,

!

'+!且,O"!从而槡,-

#

槡,
''!---

$

设槡,!

#

槡,
'H!---

%

$

-

%

得 !槡,'' -H!---

&

$

!

%

得
!

槡,
'' !H!---

'

&'

相乘得 % '+ !H

!

!解得H 'N槡&!选)"

解法 '!求根法"

由,-

#

,

'#槡,$
!

-

#

槡
( )
,

!

'#槡,$
!

-

#

槡
( )
,

!

-!槡,8
#

槡,
!! ' 槡,-

#

槡
( )

,

!

!! '* O"!

得 槡,-

#

槡
( )

,

!

'+!且,O"!从而槡,-

#

槡,
''!

令 槡.' ,!得.-

#

.

''!从而.

!

!'.-# '"!解得.'

' N槡&

!

!即槡,'

' N槡&

!

*

当槡,'

' -槡&

!

时!槡,!

#

槡,
'槡&*当槡,'

' !槡&

!

时!槡,!

#

槡,
'!槡&*

F槡,!

#

槡,
'N槡&!选)"

$#若 * P! 及 *,-! P!,!'!则

(#,P

!&

* -!

(()#,P

&

* !!

((0#,O

&

* !!

(($#,O

&

! !*

((I#,P

&

* -!

答案!$

剖析!本题目的知识点是四校联考数学科考试大纲的第 * 点0代数不等式&代数不等式

的运算及其解集*解一元一次不等式1的要求"通常会运用普通的一元一次不等式解法进行

求解!但是要注意正确使用0不等式两边同时乘以#或除以$同一个小於"的整式!不等号方

向改变1这个性质"当然啦!作
&

选择题!如果取值得当!运用赋值法无疑是可以很快解题

的"

解法 #!解不等式法"

由 *,-! P!,!'!得#* !!$,P!&*

E* P!!F* !! P"!得,O

!&

* !!

'

&

! !*

"选$"

'+#'



解法 !!赋值法"

由 * P!!不妨取 * '"!

则 *,-! P!,!' 可化
&

! P!,!'!!,O&!,O

&

!

"选$"

+#若
#

!

<?;

#"

.'# -<?;

#"

,!则

(#.' #"槡 ,((( )#.'#"",

!

(((0#.'##" -,$

!

$#.'#",

!

I#以上皆非

答案!)

剖析!本题目的知识点是四校联考数学科考试大纲的第 $ 点0对数函数与指数函数&对

数的性质!

*

底公式1的要求"解答这类题目往往用对数和指数的运算法则相结合"

解法 #!由
#

!

<?;

#"

.'# -<?;

#"

,!得<?;

#"槡.'<?;

#"

,!得槡.'#",!得.'#"",

!

!选)"

解法 !!排除法"

由
#

!

<?;

#"

.'# -<?;

#"

,!得<?;

#"槡.'<?;

#"

#",!得槡.'#",!

在(中!若.' #"槡 ,!则槡.' #"槡槡 ,

!

#",!不合*

在)中!若.'#"",

!

!则槡.' #"",槡
!

'#",!符合*排除I

在0中!若.'##" -,$

!

!则槡.' ##" -,$槡
!

'#" -,

!

#",!不合*

在$中!若.'#",

!

!则槡.' #",槡
!

'槡#",! #",!不合*

综上所述!只有)成立!选)"

解法 '!赋值法"

不妨取.'#""!则原方程左式 '

#

!

<?;

#"

.'

#

!

<?;

#"

#"" '#!

由右式 '# -<?;

#"

,'#!得,'#*从而&

在(中!若.' #"槡 ,!即 #"" '槡#"!不成立*

在)中!若.'#"",

!

!即 #"" '#""!成立*

在0中!若.'##" -,$

!

!即 #"" '##" -#$

!

'#!#!不成立*

在$中!若.'#",

!

!则 #"" '#"!不合*

综上所述!只有)成立!选)"

#"#'

!

,

!

!#

!

,!#

,

!

!!,!'

'

(#

!,

!

-!,-&

#,!#$#,-#$#,-'$

( )#

!,

!

-!,-*

#,!#$#,-#$#,-'$

(0#

!,

!

!&

#,!'$#,!#$#,-#$

'"!'



$#

,

!

!&

#,!'$#,!#$#,-#$

I#

!,

!

-%,!*

#,!'$#,!#$#,-#$

答案!I

剖析!本题目的知识点是四校联考数学科考试大纲的第 %点0多项式及有理分式1的要

求"解答这类题目往往用通分和因式分解相结合较
&

直接"

解法 #!赋值法"

由原分式的最简公分母
&

#,!'$#,!#$#,-#$得&,

!

' 且,

!

# 且,

!

!#*

不妨取,'"!得原分式 '

!

" !#

!

" !#

" !" !'

'!! !

#

'

'!

*

'

*

选项(中#

!,

!

-!,-&

#,!#$#,-#$#,-'$

'

" -&

#" !#$#" -#$#" -'$

'!

&

'

!

!

*

'

!不合*

选项)中#

!,

!

-!,-*

#,!#$#,-#$#,-'$

'

" -*

#" !#$#" -#$#" -'$

'!

*

'

!要再排除*

选项0中#

!,

!

!&

#,!'$#,!#$#,-#$

'

" !&

#" !#$#" -#$#" !'$

'!

&

'

!

!

*

'

!不合*

选项$中#

,

!

!&

#,!'$#,!#$#,-#$

'

" !&

#" !#$#" -#$#" !'$

'!

&

'

!

!

*

'

!不合*

选项I中#

!,

!

-%,!*

#,!'$#,!#$#,-#$

'

" !*

#" !#$#" -#$#" !'$

'!

*

'

!要再排除*

由於)和I都符合赋值的结果!必须要进行第二轮赋值!再排除其中一个选项*

不妨令,'!!得原分式 '

!

% !#

!

! !#

% !% !'

'

!

'

-

#

'

'#*

选项)中#

!,

!

-!,-*

#,!#$#,-#$#,-'$

'

!% -% -*

#! !#$#! -#$#! -'$

'

*

#&

!

#!不合!要排除*

选项I中#

!,

!

-%,!*

#,!'$#,!#$#,-#$

'

!% -% !*

#! !#$#! -#$#! !'$

'!

!'

!''

'# !符合!结

束排除*选I"

)

当然!如果不想再作第二轮赋值!可以考察&

在)和I选项的公分母中!只有I选项的公分母符合题目!从而排除)!选I"

解法 !!通分计算"

!

,

!

!#

!

,!#

,

!

!!,!'

'

!

#,!#$#,-#$

!

,!#

#,!'$#,-#$

'

!#,!'$!#,!#$

!

#,!#$#,-#$#,!'$

'

!,

!

-%,!*

#,!'$#,!#$#,-#$

!选I"

###有!男孩及'女孩到课室上课!他们在课室?了一行&座位"如果!个男孩要坐在一

起!问总共有多少个可能排座的方法7

(##!((((()#!%(((((0#')((((($#%$(((((I#以上皆非

'#!'



答案!$

剖析!本题目的知识点是四校联考数学科考试大纲的第 #"点0排列与组合1的要求"这

类题目往往以基本概念
&

主"

要注意解
3

排列组合的混合应用问题时!要先组合再排列!做到分类不重!分步不遗

漏"同时要注意区分清楚是分步乘法问题还是分类加法问题"

通常排列问题的解题方法有&特殊元素优先法!特殊位置优先法!相邻问题捆绑法!不

相邻问题插空#隔空$法!定序问题除阶乘法!分排问题直接处理法!正难则反等价转
*

法"

组合问题的解题方法有&有限制条件的组合问题用直接法和间接法*对於分组问题!平

均分组的题型要注意除以平均组数的阶乘!对於分配问题!应该先分组再分配"

0! 个男孩要坐在一起1!就要考虑直接用捆绑法!或者用间接的插空法"

解法 #!间接法"

男女共 & 人有(

&

&

'#!" 种排座方法!两个男生隔开坐用插空法有(

'

'

(

!

%

'*! 种排座方

法!

故 ! 个男孩要坐在一起!总共有 #!" !*! '%$ 种排座的方法"

解法 !!直接法"

!个男孩要坐在一起用捆绑法有(

!

!

'!种排座方法!把捆绑在一起的!个男孩作
&

一个

人与'女孩共%人有(

%

%

'!%种排座方法!分两步完成!用乘法原理得&!个男孩要坐在一起!

总共有 ! L!% '%$ 种排座的方法"

#!#一几何数列的各项均
&

正数!且任何项均等於後两项之和!求公比之值"

(##(((()#

槡&

!

((((0#

槡& !#

!

(((($#

# !槡&

!

((((I#

!

槡&

答案!0

剖析!本题目的知识点是四校联考数学科考试大纲的第 ## 点0数列1中的等比数列的

要求"求解时往往运用定义结合方程进行!但是要注意一些正数6负数之类的附加条件"

解!设公比
&

Q!首项
&

*!得 * '*Q-*Q

!

!由 *

&

正数!得# 'Q-Q

!

!解得Q'

N槡& !#

!

"

E一几何数列的各项均
&

正数!F公比Q也
&

正数!得Q'

槡& !#

!

!选0"

#'#半径
&

# 的圆形的
%

接正八边形的面积是多少7

(#槡!(((()#槡! !((((0#槡' !(((($#

%槡!((((I#槡% !

答案!)

剖析!本题目的知识点是四校联考数学科考试大纲的第 #!点0直瞃图形及圆1的要求"

解答本题!既可以用三角函数正弦定理的面积公式或者余弦定理结合海伦公式!也可以用

'!!'



平面解析几何的坐标法!以及平面几何普通面积法"

解法 #!正弦定理的面积公式法"

把半径
&

# 的圆形的
%

接正八边形以圆心
&

顶点平均分成

$ 个全等的等腰三角形!且
*

(R)'%&S!R('R)'#!则所求的

%

接正八边形的面积 '$D

"

(R)

'$ L

#

!

L# L# L9=4%&( )S' 槡! !!

选)"

解法 !!余弦定理的海伦公式法"

由解法 # 知!

*

(R)'%&S!R('R)'#!

根据余弦定理得

()

!

'R(

!

-R)

!

!! LR(LR)L7?9%&S'# -# !! L# L# L7?9%&S'! !槡!!F()

' ! !槡槡 !!又R('R)'#!

根据海伦公式得 D

"

(R)

'

槡!

%

!

所求的
%

接正八边形的面积 '$D

"

(R)

' 槡! !!选)"

解法 '!平面解析几何坐标法"

如图!以原点
&

圆心作单位圆!R(边在 ,轴正半轴上!作 )0

+

R(於点 0!由题设知

R#"!"$!(##!"$!)#7?9%&S!9=4%&S$!

则所求的
%

接正八边形的

面积 '$D

"

(R)

'$ L

#

!

( )LR(L)0

'$ L

#

!

L# L9=4%&( )S' 槡! !!选)"

解法 %!平面几何普通面积法"

如图!作)0

+

R(於点0!由题设知
*

(R)'%&S!R)'#!

得)0'R)L9=4%&S'# L

槡!

!

'

槡!

!

!FD

"

(R)

'

#

!

LR(L

)0'

#

!

L# L

槡!

!

'

槡!

%

!

所求的
%

接正八边形的面积 '$D

"

(R)

' 槡! !!选)"

#%#若E*4 '

&

!其中
&

落在第三象限!则9=4

&

!7?9

&

的值是多少7

(#!

#

!

(((()#!

#

槡&
((((0#!

'

槡&
(((($#

#

槡&
((((I#

'

槡&

答案!)

剖析!本题目的知识点是四校联考数学科考试大纲的第 #' 点0三角函数&三角函数与

三角
5

等式1的要求"三角函数的定义式和三角函数的同角关式是三角函数中最基本6最

''!'



重要6最基础的知识要求"结合三角函数与三角
5

等式!角公式及半角公式等等!能
6

有

助於快速突破6完美解题"

解法 #!同角三角函数关式"

由E*4

&

'

9=4

&

7?9

&

'!!得9=4

&

'!7?9

&

!

代入9=4

!

&

-7?9

!

&

'#!得 &7?9

!

&

'#!7?9

!

&

'

#

&

!7?9

&

'N

#

槡&
*

又
&

落在第三象限!故7?9

&

'!

#

槡&
!从而9=4

&

'!7?9

&

'!

!

槡&
!

得9=4

&

!7?9

&

'!

!

槡&
!

!

#

槡
( )

&

'!

#

槡&
!选)"

解法 !!还原定义法"

根据三角函数的定义!有E*4

&

'

.

,

'!!得.'!,!

由於角
&

落在第三象限!设点&#,!.$是
&

的终边上的任意一个?於原点的点!

则有,P"!.P"!不妨设,'!T!则.'!!T!其中TO"!

得 :' ,

!

-.槡
!

'!槡&T!

从而9=4

&

'

.

:

'

!!T

槡&T
'!

!

槡&
!7?9

&

'

,

:

'

!T

槡&T
'!

#

槡&
!

得9=4

&

!7?9

&

'!

!

槡&
!

!

#

槡
( )

&

'!

#

槡&
!选)"

解法 '!切化
&

割!割化
&

弦"

由E*4

&

'!!其中
&

落在第三象限!

得987

!

&

'# -E*4

!

&

'# -!

!

'&!987

&

'!槡&!得7?9

&

'!

#

槡&
!

又797

!

&

'# -7?E

!

&

'# -

,( )#

!

!

'

&

%

!797

&

'!

槡&

!

!得9=4

&

'!

!

槡&
!

得9=4

&

!7?9

&

'!

!

槡&
!

!

#

槡
( )

&

'!

#

槡&
!选)"

解法 %!万能公式法"

由角
&

落在第三象限!得
&

!

落在第二6四象限!

则由二倍角公式E*4

&

'

!E*4

&

!

# !

E*4

&( )
!

!

'!!解得E*4

&

!

'

!# !槡&

!

#正根不合!去$!

'%!'



根据万能公式!得9=4

&

'

!E*4

&

!

# -

E*4

&( )
!

!

'!

!

槡&
!7?9

&

'

# !

E*4

&( )
!

!

# -

E*4

&( )
!

!

'!

#

槡&
!

得9=4

&

!7?9

&

'!

!

槡&
!

!

#

槡
( )

&

'!

#

槡&
!选)"

#&#若两直瞃 *,-+.-7'" 和F,-Q.-:'" 互相垂直!则下列何者
&

真7

(#*Q'+F((((( )#*F-+Q'"(((((0#*7'+:

$#*F-7:'" I#以上皆非

答案!)

剖析!本题目的知识点是四校联考数学科考试大纲的第 #% 点0解析几何&直瞃的斜率

及截距!直瞃方程的不同表达式*雨瞃平行与垂直1的要求"在解析几何中!直瞃一直?据著

非常重要的位置!扮演著十分重要的角色"它既可独立成题!考查斜率6倾斜角6点瞃的距

离6瞃瞃的距离6点瞃的位置关6瞃瞃的位置关6点关於瞃的对称6瞃关於点的对称6瞃

关於瞃的对称以及直瞃系#束$的问题!也可以结合圆6圆锥曲瞃!考察直瞃与圆6与圆锥曲

瞃的位置关6所截的弦长!考查圆6圆锥曲瞃关於直瞃的对称问题!还有就是圆6圆锥曲瞃

上的点到直瞃上的点的最大值6最小值问题等等"

解法 #!公式法"

由直瞃 *,-+.-7'"!得其斜率
&

5

#

'!

*

+

"

由直瞃F,-Q.-:'"!得其斜率
&

5

!

'!

F

Q

"

因
&

两直瞃 *,-+.-7'" 和F,-Q.-:'" 互相垂直!所以5

#

85

!

'!#!

即
!

*( )
+

8

!( )F

Q

'!#!得 *F-+Q'"!选)"

解法 !!数关法"

若两直瞃(,-).-0'" 和$,-I.-U'" 互相垂直!

则必有($-)I'"!

因
&

两直瞃 *,-+.-7'" 和F,-Q.-:'" 互相垂直!所以 *F-+Q'"!选)"

参考资料!

>EEF9%VVWWW#;*89#;?X#T?V*%T=99=?4V/4=@=7*E=?4

高等教育辅助办公室(四校联考) 专页'

'&!'



从斐波那契数列到猜数字?戏的数学模型之设计

澳门新华学校中学部 简
!

森

极限是高等数学中非常重要的一个概念!很多高等数学的定义都是建立在极限的基础

上#然而对於高中生来
(

!由於所涉及的概念非常抽象!因此学生未必晓得极限所
7

藏的趣

味#而考虑到一特殊的递推数列'''斐波那契数列的独特性质!可在教学过程中加以利用!

设计出精彩的数学?戏!让学生感受到极限的魅力#

斐波那契数列是一瞃性递推数列!*

#

'#!*

!

'#!*

4

'*

4!#

-*

4!!

#4 O!!4

$

J$#故

*

4

*

4!#

'# -

*

4!!

*

4!#

!整理得
#

*

4!#

*

4

'# -

*

4!!

*

4!#

#令,

4

'

*

4

*

4-#

#4

-

#!4

$

J$得,

#

'#!,

!

'

#

!

!

#

,

4!#

'# -,

4

#由,

4-#

'

#

# -,

4

!,

4

'

#

# -,

4!#

!# -,

4

O# 得!

,

4-#

-,

4

'

#

# -,

4

!

#

# -,

4!#

'

,

4

!,

4!#

## -,

4

$## -,

4!#

$

P

,

4

!,

4!#

!

故由压缩映射原理可知9,

4

:存在极限!接下来求数列9,

4

:的极限#令 ,'<=T

4

.

G

,

4-#

'

<=T

4

.

G

,

4

!由
#

,

4-#

'# -,

4

/

#

,

'# -,

/

,

!

-,!# '"

/

,'

!# -槡&

!

!去负数#

由上述结论得!斐波拉契数列的前後相邻两项之比存在极限!其极限约
&

"#)#$#此结

论可推广
&

&若 *

#

!

#!*

!

!

#!但通项公式满足 *

4

'*

4!#

-*

4!!

#4 O!!4

$

J$的数列!其

前後相邻两项之比同样存在极限!其极限的值同样约
&

"#)#$#

依据此性质!可设计0猜数字1?戏!供学生学习数列极限时使用#0猜数字1?戏分
&

0出题1和0猜数字1两部分!具体思路如下&

首先学生(0出题1!可在+"!!",

%

任选两整数 *

#

!*

!

!根据 *

4

'*

4

!# -*

4!!

#4 O!!

4

$

J$求出 *

#"

!然後把 *

#"

公开#

接下来由学生)猜测该数列的首两项!即*

#

!*

!

!而该学生只知道学生(所公开的*

#"

以

及该数列的通项公式 *

4

'*

4!#

-*

4!!

#4 O!!4

$

J$#

这时候学生)可以?取这样的算法&

第一6把 *

#"

乘以 "#)#$!四五入得 *

+

!其中 "#)#$

&

该数列前後相邻两项之比的极限

的近似值*

第二6接下来 *

#"

!*

+

得 *

$

*

')!'



第三6如此类推可得该数列的首两项!即 *

#

!*

!

#

上述设计思路可藉助在瞃数学工具 H*E>DE/%=?#>EEF&VVT*E>9E/%#=?V$进行编程#其中

0出题1部分可设计
&

函数*#,!.$#如图#$!当输入初始值,!.时可返回该数列第#"项的值

#如图'$#而0猜数字1部分可设计
&

函数7#,$#如图!$!当输入初始值,时!可返回该数列

的首两项#如图 '$#

综上!若所出的0题目1规定
&

0通过所公开的第#"项猜测数列的首两项1!当首两项的

值不太大!即限制
&

+"!!",的整数时!上述解密算法7#,$可以得到正确的结果#假如首两

项所取的值比较大!则需要出题者公开一个更大的项数的值!才能利用解密算法 7#,$求

解#

而同学们在玩0猜数字1?戏时会觉得很神奇!

8

掌握算法的同学只能凭运气0猜数

字1!而掌握了算法的同学则可由此算出正确答案!这样能激发学生的学习兴趣!使其
9

生

良好的学习动机!这时候教师若指出其0解密1算法中的关键 "#)#$!即可引导学生从数学

?戏中思考数列极限的问题!从而把这样的一个小?戏引申到一系列的数列极限问题上进

行研究#

最後!还可以在此基础上!作下推广&若 *

#

'#!*

!

'#!*

'

'#!!*

4

'*

4!#

-*

4!!

-*

4!'

#4

O'!4

$

J$!由 *

4

'*

4!#

-*

4!!

-*

4!'

/

#

!

*

4

*

4-#

'

*

4!#

*

4!!

-# -

*

4!'

*

4!!

*

4

*

4!!

-

*

4!#

*

4!!

-#

!由压缩映射原理可知数

列
*

4

*

4-

{ }
#

存在极限!故令 ,'<=T

4

.

G

*

4

*

4-#

'<=T

4

.

G

*

4!#

*

4

'<=T

4

.

G

*

4!!

*

4!#

'<=T

4

.

G

*

4!'

*

4!!

!由
*

4

*

4-#

'

*

4!#

*

4!!

-# -

*

4!'

*

4!!

*

4

*

4!!

-

*

4!#

*

4!!

-#

/

,'

,-# -

#

,

#

,

-# -,-

#

,

-#

/

,

'

-,

!

-,!# '"!,'

#

'

#!# !

!

'

#* - 槡槡 ' ''

-

'

#* - 槡槡 ' ''$#

)

根去$即,

0

"#&%')$+#由此可以设计更精彩的猜三个数字的小?

戏#如图 %$#

'*!'
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促进专业成长授课计划之教案

瞃性规划问题的应用

澳门培道中学 邓海棠

编写教案是教学过程中的重要一环"教案是课堂教学思路的可行性方案"编写教案

的过程是教师对备课中所做的各种课堂教学设想的最後酌定过程!是使教学
%

容系统6科

学6完善6条理6深化的过程"一份优秀教案是设计者教育思想6智慧6动机6经验6个性和教

学艺术性的综合体现"通过编写教案不仅可以使教师明确教学目标6掌握教学方法6创新

教学模式!还能使教师在教学过程中实现自我学习6自我提高6自我发展!更有利於教师教

学经验的积累6传播"

基於培道中学的班级设置!是每个年级都有一个/班作
&

实验班性质!在/班之上还

有一个//班作
&

资优学生的课程班!先行探寻符合学校实际情癋的一种教与学的模式!而

其他学生就作
&

平衡的自然班级展开授课"高三就两个文科6两个理科班的建制!因而本

教案就是
&

了理科/班之外的另一个理科I班而设计"I班的学生相对/班而言!学习的

基础和能力都有一段较大的差距"故而教案中就体现出力保教学质量而不追求数量!力求

大面积的同学都能掌握相关知识!摒?
&

求题目数量而牺牲和放?中下层面的学生"

教案具体如下&

'+!'
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当然!人无完人!总会有疏漏和不足之处!本著
:

砖引玉的意愿!希望得到相关同仁6有

识之士和教育大家的指导和斧正!从而获得促进专业成长的教学感悟和能力的提升"

'#''



浅议梁婵娟老师公开课

$抽
!

原理 %%% 又叫鸽巢问题&

澳门培道中学 邓海棠
广东省清远市阳山县黎埠镇中心小学 王玉芬

由教育暨青年局始於#++)年主办的教学设计
"

励计划
&

推动本澳各学科的学术研究!

提升相关科目的教学人员专业素质!激励创思型的课堂教学!增进单位时间
%

的教学成效!

培养教学人员课程与教材开发和教学研究的能力!给广大教育工作者提供了一个百家
;

鸣6取长补短6博纳优?的实用平台"

!"#$年##月'日有幸作
&

澳门数学教育研究学会的代表!获教育暨青年局邀请担任评

委!观摩了在妇联学校进行的 !"#*V!"#$ 学年教学设计
"

励计划 !教学公开课 #小学数学

科$梁婵娟老师的示范课.抽
<

原理 ''' 又叫鸽巢问题/!大有裨益!收甚多!在此略发

感言!谈谈体会!以作教育界同行交流!冀得大家指正"

该节课的教案如下&

"抽
"

原理(((又叫鸽巢问题# 教案

年级 六年级

人数 !%

课时 #

教材 人民教育出版社六年级数学下
=

第 )$ !)+ 页

教节 #

教

学

目

标

##知识与能力&初步?解抽
<

原理!运用抽
<

原理知识解
3

简单的实际问

题"

!#过程和方法&经历抽
<

原理的探究过程!通过动手操作6分析6推理等活

动!发现6归纳6总结原理"

'#情感与价值&在主动参与教学活动中!使学生切实体会到探索的乐趣*通

过0抽
<

原理1的灵活应用感受数学的魅力!体会到数学与生活的紧密结合*提

高同学们解
3

问题的能力和兴趣"

'!''



重难点
重点&抽

<

原理1的探究过程!初步?解0抽
<

原理1"

难点&理解0抽
<

原理1!?对一些简单实际问题加以0模型化1"

课

前

导

入

一6创设情景!生成问题&

课前?戏引入"

请 & 名同学!坐在 % 个凳子上!要求每个学生都要坐下;

#要求&请全体学生仔细观察!一会对事件结果从数学角度进行描述$

得出&不管怎
2

坐!总有一把凳子上至少坐两个同学"

师&刚才的?戏中我们初步得出一个这样的结论&&个学生坐在%把凳子上!

总有一把凳子上至少坐 !个学生"这样的问题是否都具体这样的规律呢!这个?

戏中
7

含著怎样有趣的数学原理!我们这节课就来研究"

#设计意图&把抽象的数学知识与生活中的?戏有机结合起来!使教学从学

生熟悉和喜爱的?戏引入!让学生在已有生活经验的基础上初步感知抽象的

0抽
<

原理1!提高学生的学习兴趣"$

教

学

过

程

二6动手操作!建立模型&

出示例 #&% 枝铅笔放入 ' 个笔筒"

提出猜想&0不管怎
2

放!总有一个笔筒至少放进 ! 枝铅笔71

#6自主探究&

动手操作!#课件出示$

小组合作研究&把 % 支铅笔放入 ' 个笔筒!有几种方法7

学生动手操作6交流!师巡视6指导"

!6全班交流&

师&哪个小组愿意到前边展示一下你们的研究结果7

学生把小组合作研究记
#

表 # 放到展台上!边演示边
(

方法"

指名到前面摆放!师生共同记
#

#板书$&

#%!"!"$6#'!#!"$6#!!!!"$6#!!#!#$

用数字表示的一组学生展示!?
(

出了用数字表示更简洁方便"

师&还有其他摆放吗#全部情癋$观察这四中方法!对照我们的猜想!看看是

否能验证我们的猜想是正确的7它们有什
2

共同点吗7

师&总有是什
2

意思7

生 #&一定有"

生 !&一定存在"

0至少1是什
2

意思7

师&刚才这位同学
(

的太棒了!同学们把掌声送给他"

师生齐鼓掌"

''''



#设计意图&注意鼓励学生运用已有的知识对新学习的
%

容进行联想和猜

测!再通过实验和推理验证!培养学生良好的学习和思考习惯"在猜测的基础上

进行实验和推理!使学生受到研究方法和思维方式的训练!发展和提高自主学

习的能力"$

'6总结验证&

师&像刚才这样我们把所有情癋都一一列举出来!从而得出结论的方法!叫

枚举法"#板书&枚举法$"

%6练习&

##$将 #" 个苹果放在 $ 个盆子眧!其中一个盆子至少有#$个苹果"

#!$将!&个乒乓球放进!"个箱子眧!其中至少一个箱子眧有#$个乒乓球"

师&有
8

有更好更快的方法得到上面的结论7请验证老师的话&

不管怎
2

放!总有一个笔筒至少放进 ! 支铅笔7

生 #&#一边演示一边
(

$先往每个杯子放一支铅笔!这样还剩下一支!剩

下的这一支随便放入一个笔筒就行了"

师&现在听明白了吗7

生&明白了"

生 !&我也是这
2

想的!这其实就是先将四支铅笔平均分!馀下的一支放入

其中任意一个杯子"

师&既然是平均分!能用算式表示吗7

学生
(

算式!老师板书"

师&商 # 和馀数 # 意义相同吗7

生&商 # 指的是放进去的一枝!馀数 # 指剩下的那一枝"

师&在解
3

这类问题时!用平均分的方法比较简便"

#设计意图&通过动手操作得出结论和先猜想再操作得出结论!最後让学生

总结出规律!有助於发展学生的类推能力!形成比较抽象的数学思维"$

三6提高思维6验证模型&

#一$初建模型&

师&如果把 & 支铅笔放入 % 个笔筒!会是什
2

结果呢7

有的学生接著举起了手!有的学生在和同桌交流!个
$

学生在操作"

生 #&还是那个结论"

师&能把结论
(

完整吗7

生 #&还是总有一个笔筒至少有两支铅笔"

师&你怎
2

想的7

生 #&先把每个笔筒放一枝!还剩一支!再把剩下的一枝放入其中任意一

个笔筒"

'%''



师&能用算式表示吗7

生&& 除以 % 等於 # 馀 #"

老师板书算式"

师&如果把 ) 支铅笔放入 & 个笔筒呢7

生&还是总有一个笔筒至少有两支铅笔"

生&都是总有一个笔筒至少有两支铅笔"

师&你有什
2

发现7

生&当铅笔的数量比笔筒的数量多 # 时!总有一个笔筒有两枝铅笔"

#二$完善模型&

刚才同学们都表现得非常棒!老师有几道难题想请教大家!愿意帮忙吗7

如果商不是 #!还会有这种结论吗7

课件出示题目&

出示例 !&把 *支铅笔放进 '个笔筒!不管怎
2

放!总有一个笔筒至少有

#(($枝铅笔7

师&把 * 支铅笔放入 ' 个杯子!总有一个笔筒有几支铅笔7可以和你组

的同学交流一下"

师&谁想
((

你们的结论7

师&可以用算式表示吗7

生&可以!* 除以 ' 等於 ! 馀 #"

师板书算式"

师&把 + 支铅笔放入 % 个笔筒!你能得出什
2

结论7

生&总有一个笔筒至少有 ' 支铅笔"

师&你怎
2

想的7

生&把*支铅笔放入'个笔筒!先每个笔筒放一支!还剩#支!把这'支放入不

同的笔筒就可以了"

师&把 + 支铅笔放入 % 个杯子呢7

生&总有一个笔筒至少有 ' 支铅笔"

师&观察黑板上这些算式7你有什
2

发现7

总有一个笔筒至少有商加 # 支铅笔"

不管怎
2

放!总有一个笔筒至少有几支铅笔7

小组合作!共同完成"

教师巡视6指导"

师&那个小组愿意展示一下7

指定一组展示交流"

师&你们的结果和他们组一样吗7

'&''



师&

((

你们组有什
2

发现7

生&总有一个笔筒至少有商加 # 支铅笔"

师&你们的发现和他们相同吗7

生&相同"

师板书&商 -#"

师&同学们发现的这一规律!其实就是一个非常著名的数学原理!也是我们

今天研究的0抽
<

原理1#板书课题$"

一起看大萤幕#介绍抽
<

原理的相关知识$"

最先发现这一规律的人是德国数学家0狄克雷1!人们
&

了纪念他从这
2

平凡的事情中发现的规律!就把这个规律用他的名字命名!叫0狄克雷原理1!

又把它叫做 0抽
<

原理1"

把 #& 支铅笔放进 % 个笔筒!

把 !& 支铅笔放进 ) 个笔筒!

--

四6应用原理解
3

问题&

#6* 只鸽子飞回 & 个鸽舍!至少有两鸽子飞进同一个鸽舍7学生回答後观

看演示"

!6随意找 #' 位老师!他们中至少有 ! 个人的属相相同!

&

什
2

7

'6一盒围棋棋子!黑白子混放!我们任意摸出'个棋子!至少有!个棋子是同

>

色的!

&

什
2

7

%6一幅扑克!拿走大6小王后还有&!张牌!请你任意抽出其中的&张牌!那
2

你可以确定什
2

7

&

什
2

7

挑战&请你任意写出 % 个自然数!在这 % 个自然数中!必定有这样的两个数!

它们的差是 ' 的倍数!试一试!想一想!为什么7

板书设计&

% Y' '##支$--##支$* # -# '!#支$*

* Y' '!#支$--##支$* ! -# ''#支$*

+ Y% '!#支$--##支$* ! -# ''#支$*

#& Y% ''#支$--'#支$* ' -# '%#支$*

!& Y% ')#支$--##支$* ) -# '*#支$"

鸽子数 Y鸽巢数 '每巢鸽子数--馀下鸽子数" 商 -# '至少数"

附件&

小组合作学习记
#

单&

')''



第(((组((姓名&(((((

小组合作学习 #&

把 % 枝铅笔放进 ' 个笔筒眧面!有几种方法7用自己喜欢的方式记
#

下来

小组合作学习 !&

把 * 支铅笔放进 ' 个笔筒眧!不管怎
2

放!总有一个笔筒至少#(($支铅

笔"

&

什
2

7你能尝试用算式表示吗7

如果把 + 支铅笔放进 % 个笔筒7总有一个笔筒至少#(($支铅笔"

&

什
2

7

#& 枝放进 % 个笔筒呢7总有一个笔筒至少#(($支铅笔"

&

什
2

7

我的发现&

(((((((((((((((((((((((((((((((

(((((((((((((((((((((((((((((((

课堂练习纸&

<练习一=想一想!填一填&

##将 #" 个苹果放在 $ 个盆子眧!总有一个盆子至少有#(($个苹果"

!#将 !& 个乒乓球放进 !" 个箱子眧!其中至少一个箱子眧有#(($个乒乓

球"

<练习二=应用原理解
3

问题#选择你感兴趣的 # 或 ! 道题目解答$&

##* 只鸽子飞回 & 个鸽舍!至少有两鸽子飞进同一个鸽舍7

!#随意找 #' 位老师!他们中至少有 ! 个人的属相相同!

&

什
2

7

'#一盒围棋棋子!黑白子混放!我们任意摸出'个棋子!至少有!个棋子是同

>

色的!

&

什
2

7

%#一幅扑克牌!拿走大6小王后还有&!张牌!请你任意抽出其中的&张牌!那

2

你可以确定什
2

7

&

什
2

7

<挑战题=

请你任意写出 % 个自然数!在这 % 个自然数中!必定有这样的两个数!它们

的差是 ' 的倍数!试一试!想一想!

&

什
2

7

在数学问题中!有一类与0存在性1有关的问题"在这类问题中!只需要确定某个物体

#或某个人$的存在就是可以了!?不需要指出是哪个物体#或人$"我们称这类问题依据的

理论
&

0抽
<

原理1"0抽
<

原理1的应用是千变万化的!用它可以解
3

许多有趣的问题!在

数论6集合论6组合论中都得到了广泛的应用"

对於曾经作
&

小学
,

林匹克数学竞赛的必考
%

容!0抽
<

原理1是一种重要的数学思

想方法!也是一类较
&

抽象和艰涩的数学问题!对全体学生有一定的挑战性"梁婵娟老师通

过0抢凳子?戏1引入6动手探究0放笔活动1等直观例子!借助实际操作!向学生介绍0抽
<

原理1!使学生感受到数学的魅力!提高了同学们解
3

问题的能力和兴趣!达成了情感与价

'*''



值的教育目标和小学六年级的相关基本学力要求"

通过创设?戏情景!生成教学问题是许多幼稚园6小学甚至初中的课堂经常运用的一

种教学手法"但是在本课节开头的0发现1中!学生还
8

有充分发现什
2

!梁老师就让他们

得出结论了!思维过程稍嫌仓促"

0抽
<

原理1这节课是一节充满逻辑性6假设性6实践性6趣味性6新颖性6创造性且丰

富多彩6收效甚高的优质课"梁老师根据小学生的身心特徵!紧扣教材
%

容的特点!把知识

性和趣味性融
&

一体!在课节的导入环节巧妙地创设一个 &人坐 %张凳子的趣味?戏!让学

生在?戏中自觉地进入新知识的学习!

&

学习新知识作了非常好的铺垫!有效地调动了学

生参与学习的热情"

梁老师能科学运用假设6推理6实践6验证的教学策略!培养学生探究知识的能力"在探

究新知识的过程中!她?用先假设%支铅笔放入'个笔筒里总有一个笔筒至少有!支铅笔的

方法!然後让学生通过实践验证假设是正确的!再到把&支铅笔放入%个笔筒里6)支铅笔放

入 &个笔筒里6*支铅笔放入 '个笔筒里6+支铅笔放入 %个笔筒里等等层层递进推理出0抽

<

原理1的规律&商 -# '至少数"

教师通过0商
&

# 6商不
&

#1的分类思想!在不断的假设和验证中突出重点6突破难

点!有效地调动了学生参与解
3

问题的积极性"同时!也在不知不觉中渗透了分类解
3

问题

的思想方法给学生"

但是!由%支6&支6)支6*支6+支6再到#&支6!&支则是过于累赘和简单的重了"只需

要在0商
&

# 6商不
&

#1的分类中各取两个就行了!既节省了教学时间!又展开了无用功的

简单重!还提升了单位时间的教学效益!更
&

後面的超时教学扫除一些障碍"

梁老师能巧妙地把数学与生活紧密联!让学生亲身感受学习数学的重要性!从而有

效地调动学生主动学习数学的兴趣!如工作纸中所示的0!6随意找 #' 位老师!他们中至少

有 ! 个人的属相相同!

&

什
2

7160&6一幅扑克!拿走大6小王后还有 &! 张牌!请你任意抽出

其中的 & 张牌!那
2

你可以确定什
2

7

&

什
2

71等等"

只是!在0动手操作!发现问题1的0全班交流1中!

学生把小组合作研究记
"

表 # 放到展台上&边演示边
#

方法'

指名到前面摆&师生共同记
"

*板书+%

*%&"&"+,*'&#&"+,*!&!&"+,*!&#&#+

用数字表示的一组学生展示&?
#

出了用数字表示更简洁方便'

师%观察这四种方法&它们有什
$

共同点吗-

师%总有是什
$

意思-

生 #%一定有

生 !%一定存在

(至少) 是什
$

意思-

师%刚才这位同学
#

的太棒了&同学们把掌声送给他'

'$''



师生齐鼓掌'

梁老师
8

有引导学生深入挖掘四种方法中!

&

何只留用#!!#!#$这种!而?了之前的

其它三种!错失一个及时反馈学生信息的处理机会"同样的情癋其实在课节刚刚开始的0抢

凳子?戏1引入环节中也有出现过!

?

也是失之交臂了"

第 + 版和第 #!版投影片同
&

展现0抽
<

原理1这个课题!有重之嫌"第 +版的出现不

合时宜!也
8

有什
2

教学价值可取"建议梁老师直接
@

除第 + 版投影片!更
&

恰当"

0抽
<

原理1#也叫做鸽巢原理6鸽笼原理6重叠原理6狄利克雷原理$"但是在投影片

中!第 #" 版用了0狄眧克雷16第 ## 版用了0狄利克雷160狄里克雷1这些不一致的
(

#写$

法!会使听课的教师和参与上课的学生
9

生混淆"建议梁老师不管选择哪种
(

法!应该全部

统一成一个相同的名称!这种情癋在上缴教青局的文档简介中也有出现"

在0摸扑克牌1小?戏中!除了0任意抽出其中的 & 张牌!那
2

你可以确定什
2

7

&

什

2

71外!其实还可以添加0如果任意抽出其中的 ' 张牌!那
2

你还可以确定什
2

7

&

什
2

71

这样一个问题!适时让学生接触0一题多变1的问题模式以及多角度考虑问题的发散思维

培养!还可以用同学的性
$

划分来体现原理的实用性和多用性!等等"

不可否认的是!梁老师这节课的课堂教学效益是很高的!

&

学生提供了自主探索的空

间!引导学生在观察6猜测6操作6推理和交流等数学活动中初步?解0抽
<

原理1!学会用

0抽
<

原理1解
3

简单的实际问题"学生能
6

在理解0抽
<

原理1这一数学方法的基础上!对

一些简单的实际问题加以0模型化1!会用0抽
<

原理1加以解
3

!在一定程度上达成了知识

能力目标"

参考资料!

!#" 澳门特
%

行政区教育暨青年局(教学设计
&

励计划) 网页.

!!" 澳门培道中学*南湾分校+梁婵娟老师公开课#抽
'

原理///又叫鸽巢问题$教案'

'+''



$美国数学教材&的编写#评审#特点和
"

示

澳门大学教育学院 江春莲(刘付茵
杭州师范大学 巩子坤

摘要!美国教材市场比较多元!个人和团队都可以编写教材!所以市面上的数学教材琳

琅满目但又良莠不齐"面对
+

多的数学教材!近年来各州和#或$学区则较多地依据 !"#"

年颁?的.州际核心数学课程标准/从不同的视角对教材进行评估!写出评估报告!但最後

选择哪种教材则是学区和学校的权利"美国的数学教材给人0一英里宽!一英寸深1的印

象!这句话前半属实!後半
&)

"纵观美国 !" 世纪数学教材的变化!传统的较高等的数学

专题逐渐地从高年级移向低年级!美国数学教材的深度?不低"美国教材注重与现实世界

的联和数学建模!注重多样化的数学表徵和问题解
3

策略等!这些方面都是值得我们借

鉴的"

教材不仅影响著教师教学的
%

容!而且影响著教师教学的方式!进而影响到学生的学

习"在教材的编写方面!我国有以人民教育出版社
&

代表的专业出版社!有较
&

稳定的编

写队伍*教材编好後!编写人员会到中小学一瞃进行教学实践!以检验教材
%

容的适应性!

进而做出修改调整!所以我国的教材编写具有相对的连续性6一致性和稳定性"美国数学

教材是谁编写的7如何编写的7面对市场上如此
+

多的数学教材!各州和#或$学区又是如

何选择的7与其他国家的数学教材相比!美国的数学教材又有哪些优势和不足7常听人

(

!美国的数学教材0一英里宽!一英寸深1!这是事实吗7本文将试图对相关文献!特
$

是

!"#" 年美国.州际核心数学课程标准/#简写
&

SS..1$

+#,颁?以来数学教材的现状!进行

系统的梳理!以期回答这些问题!?探讨对我国教材编写的
A

示意义"

#)美国数学教材的编写

#8# 数学教材编写的指导标准

在美国!数学教材的编写是出版社行
&

!出版社可以邀请数学教育研究者和中小学数

学教师编写教材*也可以反过来!编者编写好教材後找出版社出版"在 #+$+ 年标准运动之

前!编者可以根据自己对数学课程的理解来编写教材"而标准运动以来!各出版社则根据

美国数学教师理事会#即TSU1$颁?的系列数学课程标准来编写"!"#" 年以後!则参照由

全美州长协会#简写
&

TV/$和首席州立学校官员理事会#简写
&

SS..J$领导编写的6由

'"%'



阿契夫#即/=3A>R>$颁?的.SS..1/

+#,来编写"管各州也参照 SS..1拟定了适用於本

州的数学课程框架!如+!,

!但该框架只是用来评估学生在 SS..1上的达成情癋!而不是作

&

教材编写的依据"!"#' 年!TV/6SS..J6阿契夫6大城市学校理事会和全美各州教育局

协会联合出版了符合SS..1的 W K#! 年级数学教材#包括教师用书6学生用书6评估材料

和补充材料等$的编写指导标准+',

"他们
B

调教材编写应体现 SS..1的三大特点!即聚

焦6连贯性和严谨性"下面我们以 W K$ 年级的教材编写标准
&

例介绍其主要
%

容"

W K$ 年级的教材编写标准主要包括以下十条&

*#+ 聚焦於SS..1中列举的主要
(

容&各年级教材应保证该年级学生的主要时间是

学习SS..1规定的该年级的主要
(

容'

*!+ 注意SS..1规定的某些较难
(

容学习的起始年级' 如SS..1规定&八年级学生

才能学习全等,相似和几何变
)

等
(

容&所以教材不得在八年级之前出现这些
(

容'

*'+ 各年级的学习辅助材料和评估材料应有利於学生学习该年级的主要
(

容&以实现

课程的聚焦&保证课程的连贯性' 如 W K& 年级出现的资料主要是给学生提供与该年级水

准相应的四则运算情境&而不涉及相关的统计概念'

*%+ 严谨性' SS..1不仅
*

调程式性的运算能力和熟练程度&也
*

调概念性理解和应

用&?要求在这三个方面同等著力' 所以教材必须努力保持这三者之间的平衡&以帮助学

生达成严谨性的目标'

*&+ 教材必须与 SS..1规定的各年级的学习进度保持一致&特
%

要注意如下三点%

*:+教材
(

容的进度要以SS..1中规定的逐级进度
+

基础.*X+教材需
+

全部学生提供适

合其年级水准的足
,

多样的练习题.*=+应该将新年级所学概念与先前年级所学知识关联

起来&新知识要在旧知识的基础上进行重组和延伸'

*)+ 教材也应通过建立单个年级数学概念之间的关联来保证连贯性&特
%

应注意%*:+

在SS..1中某些群组*SC@;4>O+标题下清晰列出的学习目标.*X+可以设计一些问题和活动

将同一
(

容领域
(

两个或两个以上的群组关联起来&或将同一年级的两个或两个以上的领

域关联起来.*=+即便是处理某些特定的学习目标&也要量保持标准
*

调的重点,连贯性

和严谨性'

**+ 教材也应建立数学实践与数学
(

容之间的关联&将
(

容标准和实践标准有意义地

关联起来'

*$+ 教材应通过实践标准的达成来保证课程聚焦和连贯性' 教材只有将实践标准与

SS..1

*

调的
(

容紧密结合起来&才能实现课程聚焦&保证课程的连贯性'

*++ 教材应充分体现每个实践标准的真正要求' 如 SS..1中第五条实践标准是(合

理使用恰当的工具)&而不是(使用工具)&也不是(使用合适的工具)&因此教材应包含一些

问题鼓励学生
-

定如何使用工具或是否要使用工具'

*#"+ 教材应通过如下三种方式突出SS..1中所
*

调的数学推理%*:+促使学生在其

年级关键数学
(

容标准的学习过程中建构可行的论证和评判他人的推理.*X+让学生参与

'#%'



问题解
-

的活动&这也是一种学习论证的形式.*=+明确使用数学专业语言&如数学图形,图

表和数学运算式等'

一般
(

来!教材编写和修订的过程平均需要 ' K& 年+%,

"但有趣的是!SS..1颁?後!

各出版社很快就出版了自称
&

与SS..1相一致的教材"多数出版社是在原有教材的基础

上根据SS..1的要求!修订6编写了不同学段#如小学 W K&!初中 ) K$!高中 + K#! 年级!

或从小学到高中 W K#!$的教材"

#8! 数学教材的编写与出版

数学教材编写是一个漫长的过程!需要搜集素材!在真实的课堂眧检验一些重要
%

容

的处理方法!最终出版教材"出版後!还需要全面试用!检验6修改6再版"像人民教育出版

社一样!美国也有类似的团队!下面我们就以美国芝加哥大学的数学项目#U3>YBAR>O;A4D<N

S3A=:Q<.=3<<C1:43>9:4A=;,O<P>=4!简写
&

YS.1,!见网站 3445&66@=;958@=3A=:Q<8>?@6$介

绍美国教材的编写与出版过程"

YS.1,开始於 #+$' 年!当时!/9<=<基金会给芝加哥大学数学和教育系提供了 ) 年的

研究经费以提升 W K#! 年级的数学教育水准"最开始的研究团队成员有&一名 * K$ 年级

的数学和科学教师!芝加哥大学的 & 位数学教育教授!和两位来自教育系的教授"他们首

先考察了
$

国的课程以发现更好的想法和方法!ZAO;[@5 教授收集了大量的前苏联和东欧

国家的教育材料和文献!?翻译了其中一些比较好的材料"接著!他们编写教材!也开发了

一些中小学培训项目"从开始编教材起!他们就同时对该专案进行评估"在前 ) 年!他们

完成了 * K#! 年级大部分数学教材的编写和 % K) 年级教材的准备工作"由於工作任务繁

重!实际上!除前面提到的团队成员外!很多学校的管理人员和教师都参与了该专案的设

计6编写和评估工作之中"

#+$+ 年!/9<=<基金会又给该项目资助了 & 年!纽约 S:OB>QA>合作组织和美国自然科

学基金会也相继给予了资助"有了这些基金的资助!他们不仅完成了中学剩下两本数学教

材的编写!还完成了 W K' 年级教材的编写和 % K) 年级数学教材的准备工作!也开始举办

面向中小学教师的数学教育年会"

#++!年!他们继续完成了 W K) 年级全部的教材编写工作!还出版了 YS.1,系列教材

的法文版本*同时开始了 YS.1,初中教材第二版的编写工作!直到 #++) 年全部出版"

!""! 年!.0/61=VO:7K\ACC出版社出版了 W K) 年级的数学教材 HR>OD?:D1:43>9:4A=;#日

常数学$第二版"一个大学的教材研究项目!得以出第二版!这个在美国数学教材历史上是

史无前例的"

!""& 年!课题组
3

定编写第三版的中学教材!但改变了学段的划分!中学从 ) 年级开

始"!""* 年!1=VO:7K\ACC教育出版社出版了.日常数学/的第三版!!""$ 年!1=VO:7K

\ACC教育出版社出版了.日常数学/学前教育阶段全套"

当SS..1最初颁?时!YS.1,课题组很高兴地发现!SS..1所推崇的很多东西已经

包括在SS..1的数学实践标准和
%

容标准之中!只是有些
%

容安排的年级水准有少许出

'!%'



入"!""+ 年开始!YS.1,课题组创设了一些课例!放在1=VO:7K\ACC的网站上作
&

) K#!

年级教材的补充材料!!"#" K## 学年!1=VO:7K\ACC出版了SS..1版的.日常数学/#W K)

年级$"直到 !"#% 年!1=VO:7K\ACC才完成了 ) K#! 年级的教材修订工作"

YS.1,课题组不仅编写教材!他们还设计了教师发展专案"如在上世纪 $" 年代中期!

他们设计了 W K' 年级的数学教师发展项目!旨在教授教师如何处理与
$

的学科整合的数

学课程!而不单是算术"在所有的 W K#! 年级!YS.1,还给教师提供了大量的辅助材料"

#++$ 年!.4@:O4基金会资助的中学数学资源专案!在 !""' 年以.高中教师所需要的数学/

#1:43>9:4A=;N<O\AQ3 .=3<<CU>:=3>O;' /B /?R:B=>? ,>O;5>=4AR>$

&

书名由普林斯顿高等教

育出版社出版"

YS.1,课题组使用最新的质性和量化方法评估其系列教材的影响和实施!包括评估

教师在教室眧的实际使用情癋"在教材编写过程中!对教材的评估是形成性的!即具体是

如何做的!哪些地方需要改进"当教材即将出版的时候!评估则侧重于教材对学生数学表

现的影响"自YS.1,实施以来!该系列教材得到了广泛的认可!在 !""% 和 !"#" 年的教材

评估中!都得到了比较好的评价"/0S中心的 !""' 年研究报告表明!使用YS.1,.日常数

学/的学生!在数学各个领域的得分都显著性地高於使用
$

的教材系列的学生"

YS.1,课题组非常幸运!他们不仅得到了 ## 个基金会的资助!系列教材的版
C

也支援

课题组进行多项活动!如YS.1,教材的评估!数学教与学的研究!芝加哥大学初等数学和

科学教育中心的日常运作等"

!)美国数学教材的评审与选择

美国市面上的数学教材很多!可谓琳琅满目"仅中学阶段!常用的就达 #' 套之多+&,

"

!"#!年!]@CW>O;<B和I:BAC<7>O对美国 &" 个州的 **&! 名数学和科学教师的调查发现!在美

国学校眧使用得最广泛的中小学数学教材是由,>:O;<B#W K#! 年级$6\<@Q34<B 1ANNCAB \:OL

=<@O4#) K#! 年级$61=VO:7K\ACC#W K#! 年级$和 S>BQ:Q>2>:OBABQ#+ K#! 年级$等四大出

版社出版的教材+),

"本节我们将介绍美国数学教材的评审和选择过程"

!8# 教材选择制度

美国
8

有全国性的统一教材!也
8

有全国性的教材选择制度!各州和学区?取了不同

的方法"根据 .=@?>CC:的统计+*,

!有 '" 个州#占全国总州数的 )"^$完全由各学区自主选

择教材!如纽约6麻塞诸塞州6密西根州等*有 #) 个州#占 '!^$则由州指定教材!各学区必

须从州指定的教材中选择!如德克萨斯州6佛罗里达州6新墨西哥州等*另外 ' 个州#占 )^$

#包括阿肯色州6犹他州和夏威夷州$管也有教材推荐清单!但各学区除可从这些指定的

教材中选取外!亦可选择其他教材"加州#!^$则根据学段的不同?取不同的方法!W K$

年级必须使用州指定的教材!而 + K#! 年级则由各学区自由选择"

!8! 教材评审的流程

无论是学区自选教材!还是州推荐教材!在美国都
8

有统一的选择标准!但教材选择的

''%'



基本程式
?

很相似!即先成立教材评审委员会!该委员会根据课程标准的要求和学校的实

际情癋提出教材评审标准!再依据该标准对市面上的主要教材进行评审!提出评审意见"

州教材评审委员会在评审前要先举行公开听证会!让出版商在会上展示他们的教材*评审

後还需要综合出版商的展示和不同团体代表的意见!再向州教育委员会提出选择建议!最

後由州教育委员会
3

定是否推荐某套教材或在要求出版社做出某些修改之後才推荐+$,

"

教材评审委员会通常包括中小学教师6学校行政人员6教育部的专家6高校教师!其他

可能还有家长和学生!但多数成员是来自州
%

不同地方的数学教师++,

"自 #+$+ 年开始标

准运动以来!加州一直走在改革的前列"加州各大学的数学家积极参与数学课程标准的审

查和修订!也积极参与到数学教材的评审和选定工作之中+#",

"数学家参与课程标准的制

定和数学教材的选择可以保证数学
%

容的准确性和适度性"然而!这种做法因
8

有考虑到

数学课堂教学的客观现实而受到批评+##,

"所以!加州现在的数学教材评审委员会是由数

学家和来自一瞃的数学教师联合组成"

!8' 教材评审标准

_>OABQ@>!.5>B=>O!1:OW和 .=37AB?>B

+#!,就各地如何选择数学教材对来自 $ 个州的 #&"

名课程领导者#即直接负责教材选择的人!包括数学主管6课程协调员6数学科组长和助理

主管$做深度访谈!研究发现教材评审委员会在对进行教材评审时主要关注如下五个方面&

##$州课程框架和考试!即检查教材是否符合州课程框架和考试的要求*#!$教师对教材的

接受水准!即评估教师对教材
%

容的理解和掌握情癋!教师是否愿意教授教材中的
%

容!教

师如何教授该
%

容!以及教材是否附有学习评价材料等*#'$课程领导者的建议!如 TSU1

宣导的教学方法!教育部推荐的教材系列#包括国家科学基金会资助研发的教材$*#%$教

材品质评估"教材评审委员会先形成书面的教材评估标准或工具包!清晰地列出评估的专

案及每一项的评分标准!再用该标准评估教材的品质"在形成教材评估标准的过程中!评

审委员会也会参考其他地区的评估标准!对这些标准进行修改以反映他们自己的需求"这

些评估标准通常包括如下四项&#:$是否符合各州的或全国性的数学课程标准#如

SS..1$*#X$重要数学
%

容的编写品质*#=$教学法*#?$教学材料#包括补充材料$的组织"

评分标准的使用可以使得评估过程更客观6一致和合理!体现对数学教与学的理解"#&$查

找相关的文献以?解教材试用的情癋!如参与实验研究学生的表现6其他学区的建议#包括

教材使用!有效性和接受度等方面的资讯等$"约 $"^的参与者表示在教材选择阶段会比

较关注这 & 个方面"

&

确保使用教材的学生都能达成 SS..1中规定的严格的期望!帮助教育工作者获得

高品质的6与 SS..1一致性更高的教学和学习评价材料!!"#% 年!学生成就夥伴#.4@?>B4

/=3A>R>9>B4,:O4B>O;$!阿契夫和SS..J联合开发了评估教学和学习评价材料与州际核心

数学#还包括英语语言艺术素养$课程标准一致性的工具包+#',

"

该工具包包括如下 * 个部分&##$简介*#!$教材评估工具#简写
&

-1HU$"该工具是

用来评估教学材料是否符合SS..1的主要特点#即聚焦6连贯性和严谨性$!帮助教育者选

'%%'



择或开发教学材料*#'$供教育者评估教学
9

品品质的工具!说明教育者和教学管理者评估

现有的课程和单元是否符合 SS..1的要求!指导课程和单元的开发以及提高教师对

SS..1教学要求的理解能力*#%$学习评价材料的评估工具!评估学习评价材料是否符合

SS..1的要求!帮助教育者和教学管理者选择或开发符合SS..1的学习评价材料*#&$评

价材料的文本与专案品质标准清单!评价材料#包括印刷文本6视频6音讯6图表和图形等$

和评价专案#如测验题$是否符合SS..1的要求*#)$其他工具!包括网上开放性教育资源

的评分标准!资讯文本的质性评分标准6文学的质性评分标准和SS..1的年级学习
%

容和

量化评估标准6

(

明性的数学任务的评价工具*#*$附
#

"这些工具包从不同的角度对教学

材料进行评估!下面我们将以-1HU

&

例介绍教材的评估标准"

-1HU以SS..1和前面提到的教材编写标准
&

依据"该工具对数学教材的评估分
&

W

K$ 和高中两个学段!这眧我们只介绍其中 W K$ 年级的部分!该部分的评估标准包括如下

四个小部分&

#$两条必须符合#T<B KT>Q<4A:XC>$的标准&#:$教材必须反映 SS..1的
%

容结构!

SS..1规定了某些
%

容最早出现的年级!如全等6相似和几何变
*

等最早只能在八年级出

现!教材不得在此之前出现该
%

容"#X$各年级教材必须与SS..1规定的学习进度保持一

致!注意各年级应该学习的主要
%

容"标准#:$下只有 # 个问题!标准#X$下有 $ 个问题"

评分均是达成## 分$和不达成#" 分$两种"只有在这些标准中每题均
&

达成!该教材在此

标准下的总评才
&

达成*否则
&

未达成"

!$三个一致性标准&#:$教材必须反映标准要求之间的平衡!帮助学生达到标准中严格

的期望*#X$教材必须呈现
%

容标准与实践标准之间的真正联*#=$教材必须
&

英语水准

不足者和其他有特殊需要的学生提供说明"这三个标准下均有 ' 题!每题的评分分
&

达成

#! 分$6部分达成## 分$和未达成#" 分$三种"各标准下 ' 题的总分至少
&

& 分!该标准才

能评
&

达成!否则
&

未达成"

'$前面两部分的评价总结"只有当两部分标准中每部分均
&

达成!总评级才
&

达成!

否则
&

未达成"

%$## 个品质指标!包括课堂设计6例题设计6练习题设计6美术设计等诸多方面!涵盖的

范围比较广"管它们与标准一致性评估无关!但它们
?

是对教材整体品质的评估"如练

习的设计不能是随意的!而必须是谨慎编排的!以利於发展学生的数学理解"这些品质指

标给教材评估提供了很多额外的有用的资讯"各地还可以根据自己的实际情癋!增加一些

专案"

各标准评估後面还可以附以简述!

(

明该教材在某些方面的优缺点"

路易斯安那州教育局从 !"#' 年起开始使用-1HU标准评估数学教材!?根据评估结果

将教材分
&

一级6二级和三级!教材的评估结果可於教育局官网&3445&667778C<@A;A:B:X>L

CA>R>;8=<96:=:?>9A=;6JT2-THK-T.U0YSU-JT/2K1/UH0-/2. K0H̀ -HZ.6=@OOA=@C:OK

O>;<@O=>;K:BB<4:4>? KO>RA>7;$查
0

"根据 !"#' K#%!!"#% K#&!!"#& K#) 三期的评审结果!

'&%'



一级教材有 & 套!这些教材达到了-1HU中的必须符合的标准!在一致性标准和品质指标中

得分最高"二级教材有 ' 套!这些教材达到了 -1HU中的必须符合的标准和部分一致性标

准"如.核心关联代数/的大部分课程#*!^$是 SS..1规定的该年级的主要学习
%

容!极

少课程
%

容超出了该年级的水准!教材
%

容具有一致性!且与 SS..1标准中的
%

容一致*

但该教材在
%

容标准方面
8

有与先前年级的
%

容区分开!如二次函数图像的习题中有 !*

题
&

绘图像的对称轴等先前年级的问题"三级教材有 !+ 套!这些教材则在-1HU中必须

符合的标准至少有一项
8

有达成"如.可见的数学/#>B À;A<B 9:43!8"$三年级教材虽然关

注该年级的主要
%

容!但对标准要求的技能和熟练程度的关注不足!而且评价材料涉及高

年级才学到的概念!如四年级才学习的单位转
*

和六年级才接触的多边形"

&

方便学校根据各自学生的特点选择教材!美国对数学教材的评估既有用前面讲的标

准对教材进行评估的!也有以实际使用效果对数学教材进行评估的!如前面提到的/0S中

心 !""' 年的研究"

')美国数学教材的特点及
#

示

从上面的讨论我们可以看出!美国比较注重教材对课程标准要求的体现!也要求教材

不仅注重
%

容的逻辑呈现!也要注意教学策略和教学方法的使用"管有些教材
8

能在各

个方面都做得很好!但至少他们在这些方面努力尝试"在本部分!我们对美国数学教材的

特点进行总结!再结合我国数学教材的情癋进行反思!探讨我国可以学习的地方"

'8# 教材编写与课程标准的要求相一致

自 #+$+ 年美国颁?第一个数学课程标准以来!美国数学课程标准逐渐成
&

指导教材

编写的依据!如何保证教材体现课程标准的要求!美国出版了数学教材编写指导标准!该标

准不仅
B

调新课程标准与之前标准的不同之处!而且指出如何在教材中体现!这与我国课

程标准中的0教材编写建议1部分有点相像"

教材编写者依据课程标准编写教材!但容许各自不同的解读!保留各个教材自身的特

色"面对市面上琳琅满目的数学教材!各学区教材评审委员会根据课程标准的要求和学校

的实际情癋提出教材评审标准!再依据该标准对市面上的主要教材进行评审!提出评审意

见!其後再向州教育委员会提出选择建议!

3

定是否推荐某套教材或在要求出版社做出某

些修改之後才接受"各教材编写者也会对自己的教材进行跟?评估!

&

後续的修改作准

备"与我国的人民教育出版社一样!美国一些教材也有很稳定的编写团队!他们持续不断

地根据使用情癋和新标准修订自己编写的教材!以满足市场的需求"

'8! 多元性与多样性

随著全球化的发展!世界各国的数学课程标准逐渐趋同"但有趣的是!美国基於同一

标准编写的数学教材
?

?彩纷呈"在市面上!既能看到以0双基1学习
&

主的传统教材!也

能看到以0函数1概念
&

核心的初中新教材+#%,

!呈多元性和多样性"

美国数学教材的多样性既体现在情境的多样性+#) K#*,

!也体现在表徵方式+#$,和解题策

')%'



略的多样性+#+ K!",

!还体现在习题类型的多样性+!#,和认知推理水准要求的多样性+!"!!!,

"与

其它国家的数学教材相比!美国数学教材较少纯粹数学情境的问题!这也是美国教材又大

又厚的原因"在 !" 世纪!美国的数学教材从平均 $* 页##+"% K#+!# 年$增加到平均 ''" 页

##++";$

+!',

"教材中更多的是来自现实生活情境的问题!学生需要从这些情境中建构相应

的数学模型*

&

说明学生建构抽象的数学模型!图形化表徵被广泛地使用!以帮助学生建构

现实到数学之间的桥睴"习题是数学学习材料中很重要的部分!美国数学教材中!除了与

所学
%

容紧密相关的常规练习题外!还有少量的条件不足或多馀的问题6开放性问题6问题

提出的任务等+!#!!%,

"管这些问题所占的比例很小!但这些问题在培养学生的批判思考能

力和创造性思维能力方面的作用
?

是不可忽视的"我国的教材编写者在这些方面也有一

些努力+!%,

!与美国一样!要把这些好的实践变成教学常规还有很多的工作要做"

'8' 广度和深度之间的平衡

0一英里宽!一英寸深1是人们对美国数学教材的普遍印象!

(

的是美国教材涵盖的知

识面比较宽!但从深度方面来
(

!

?

又比较浅"无论是从大型的国际比较研究#如

U-1..

+!& K'",

$!还是小型的跨国比较+#)!#$!!"!'#,

!对美国教材的这一特点从不同的方面进行了

呈现"但这一结论恐怕只适合於小学和初中低年级!到初中高年级和高中!以函数
&

核心

的6将方程和不等式融合在函数之中的课程!以及大学一年级水准的/,课程难度
?

不逊於

我们的课程"

广度和深度是教材编写过程中难以兼顾的问题!美国数学教材的0广度1不仅体现在单

=

教材涵盖的主题数量之多!也体现在数学情境涉及的面很广!来自儿童生活的方方面面!

这种处理让低年级学生看到生活中处处皆数学!让那些数学概念发展较慢的学生可以结合

自己的日常生活经验来理解抽象的数学而不至於过早掉队"英国上世纪 *" 年代末到 $"

年代初的0学生对中学数学与科学概念的理解#S.1.$1课题研究+'!,表明!学生对很多概念

的发展是非常缓慢的!如分数6字母代数6比和比例等!所以到初中七6八年级!美国数学教

材中还有相当大的篇幅是讲这些
%

容的"相比而言!我国的数学教材从五到七年级都比美

国教材要深"如何正确处理和平衡0广度1和0深度1之间的关!不同的国家有不同的选

择"在义务教育阶段!我们是否应该降低部分较难
%

容的要求!或者将一些比较难的
%

容

稍稍後移!也是可以尝试的!特
$

对小学高年级表现出学习困难的学生"

'8% ?用归纳法编写教材'引导学生主动建构数学知识

美国教材常常结合现实情境引入和开展教学!较少直接呈现大量数学概念+#)!!!,

"在学

习
%

容的呈现方面!美国教材?不像东亚国家一样通过演绎式呈现一般概念#如用严格的

数学证明来呈现等腰三角形底角相等$!而是通过归纳式呈现教学
%

容#如通过现实情境中

的活动和探索让学生掌握抽象数学概念的含义$"由於计算器的广泛使用!美国教材中包

含各种来自现实世界的杂问题!问题中的数值
8

有进行人
&

的简化+#),

"

数学来源於现实世界!反过来又被广泛地应用于现实世界"我国的数学教材在这方面

也做出了很大的改变!但课堂教学
?

出现明显的滞後!这一现象被张奠宙先生+'),描述
&

'*%'



0去两头!烧中段1!结果学生既不知道数学从哪眧来!也不知道数学有什
2

用"管从

#++'年高考中出现应用题以来!这一现象得到了一些改善!但如何从数学建模的角度编写

教材!我们的尝试工作才刚刚开始"

'8& 突破传统教材编写体系'对中学数学教材进行大胆改革

!" 世纪初!克莱茵就提出!中学数学课程应该以函数概念
&

核心"美国的一些新课程

已经在这些方面进行了尝试+#%!#*!'',

!以函数
&

核心展开与之相关联的数学
%

容的学习!如

方程看作是函数中的变数取某个殊值时得到的!不等式看作是两个函数图像之间的关"

蔡金法等的研究+'%,表明!这种改革性数学课程的学习不仅
8

有牺牲学生对基础知识的掌

握!相反地!它促进了各种族群学生问题解
3

能力的提高"

我国中学数学教材普遍按照方程6不等式到函数的顺序进行展开#当然!在最後的函数

部分中有涉及方程和不等式的问题$!两种方式孰优孰劣!需要进行对比实验研究"一个可

以预见的结果是!以函数
&

核心的课程!有利於学生更清晰地建立三者之间的关!而不是

把它们看作是相互独立的"在实际问题情境中!他们更能理解函数图像之间!函数图像与

直瞃之间各种交点的实际意义"当然!要让刚接触代数符号的学生理解两个变数之间的关

也是个巨大的挑战!对美国学生来
(

!代数的学习是一道难跨越的门槛"

综上所述!美国数学教材的编写是出版社行
&

!编者通常是数学教育研究者和一瞃数

学教师!他们参照TSU1的数学课程标准和 SS..1编写教材"美国市面上的数学教材数

不胜数!面对这些教材!各州或学区
8

有统一的选择标准!但各州或学区会依据一些标准对

市面上的教材进行评审後给出州或学区教材建议清单!这些标准主要涉及教材是否符合课

程标准6教师和课程领导者对教材的建议6教材的品质评估和试用情癋等"从教材评估和

比较分析的研究结果!我们可以看出美国的数学教材仍然是0一英里宽1!但
?

不一定是0一

英寸深1"美国数学教材涵盖的
%

容主题更多!题材更广!认知要求多样化!特
$

是在问题

解
3

策略6抽象水准6概念性理解和推理等方面!这些在过去的一个世纪都有很大的提

高+!',+'&,

"美国数学教材还有如下一些特点!这些都值得我们学习和借鉴&##$呈现多种多

样的问题情境6表徵方法6问题解
3

策略等!这种处理可以帮助学生从多角度思考问题!寻

求解
3

方案"#!$美国教材非常注重数学建模!还原0做数学1的过程!注重数学与现实世

界的联"#'$美国初中数学教材在发展以函数概念
&

核心的课程方面进行了有益的探

索!我们可以进行类似的实验!探索数学课程发展的新模式"
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平方数与立方数求和问题

劳工子弟学校初一 锺锡豪 指导老师!魏均侨

在数学竞赛中!经常会出现求和的问题#求和的每一项有一定规律!但是计算起来
?

不

容易#如果直接计算!几乎不可能在竞赛场上办到#下面是一道常见的题目&

计算&')

!

-%#

!

-%)

!

-- -#'#

!

#!"#% 年港澳癧中一组$#

如果把这道题目的每一项分
$

平方再求和!一共需要计算 !" 次#我们是否有一般性的

方法去解
3

这个问题呢7

我们把')!%#!-!#'#看成更一般的情癋#第#项看作*!第!!'!-!4项相比首项的增量

分
$&

+!!+-!#4 !#$+!也就是

*

!

-#* -+$

!

-#* -!+$

!

-- -+* -#4 !#$+,

!

用求和符号重写!就是

1

4

5' #

+* -+#5!#$,

!

#

展开後!得到

1

4

5' #

+*

!

-!*+#5!#$-+

!

#5!#$

!

,

'

1

4

5' #

#*

!

-!*+5!!*+-+

!

5

!

!!+

!

5-+

!

$

'4*

!

-!*+

1

4

5' #

5!!*+4 -+

!

1

4

5' #

5

!

!!+

!

1

4

5' #

5-4+

!

#

由熟知的结论

1

4

5' #

5'

4#4 -#$

!

!

1

4

5' #

5

!

'

4#4 -#$#!4 -#$

)

!

?代入上式!可得

1

4

5' #

+* -+#5!#$,

'4*

!

-!*+8

4#4 -#$

!

!!*+4 -+

!

8

4#4 -#$#!4 -#$

)

!!+

!

8

4#4 -#$

!

-4+

!

'4

*

!

-*+#4 !#$-+

!

L

#4 !#$#!4 !#$[ ]
)

'4 *

!

-#4 !#$

*+-

!4 !#

)

+( )[ ]!

#

最终得到公式&

'!&'



1

4

5' #

+* -+#5!#$,

!

'4 *

!

-#4 !#$

*+-

!4 !#

)

+( )[ ]!

#(((##$

这就是我们需要的一般形式#我们尝试利用公式 ##$来解
3

上面的题目&

1

!"

5' #

+') -&#5!#$,

!

'!" L ')

!

-#!" !#$L

') L& -

! L!" !#

)

L&( )[ ]!

'!" L ')

!

-#+ L

#$" -

'+

)

L&( )[ ]!

'!" L #!+) -#+

#$" -

#'

!

L( )[ ]!&

'!" L

#!+) -'%!" -

)#*&( )
!

'!&+!" -)$%"" -)#*&" '#&)"*"#

接下来!我们给出几道类似的题目#

*例 #+ 计算&*

!

-#*

!

-- -#"*

!

#

*解+ 由公式 ##$!可得

1

##

5' #

+* -#"#5!#$,

!

'## L *

!

-### !#$L

* L#" -

! L## !#

)

L#"( )[ ]!

'## L *

!

-#" L

*" -

!#

)

L#"( )[ ]!

'## L+%+ -#" L#*" -'&"$,

'## L#%+ -*"" -'&""$'## L%!%+ '%)*'+#

*例 !+ 计算&!'

!

-'"

!

-- -)&

!

#

*解+ 由公式 ##$!可得

1

*

5' #

+!' -*#5!#$,

!

'* L !'

!

-#* !#$L

!' L* -

! L* !#

)

L*( )[ ]!

'* L !'

!

-) L

#)# -

#'

)

L( )[ ]%+

'* L#&!+ -+)) -)'*$'* L!#'! '#%+!%#

*例 '+ 计算&''

!

-'&

!

-'*

!

-- -%+

!

#!"#' 年港澳癧中一组$#

*解+ 由公式 ##$!可得

1

+

5' #

+'' -!#5!#$,

!

'+ L ''

!

-#+ !#$L

'' L! -

! L+ !#

)

L!( )[ ]!

'+ L ''

!

-$ L

)) -

#*

)

L( )[ ]%

'+ L

#"$+ -&!$ -

!*!( )
'

'+$"# -%*&! -$#) '#&')+#

*例 %+ 计算&'%

!

-'$

!

-- -*"

!

#

*解+ 由公式 ##$!可得

''&'



1

#"

5' #

+'% -%#5!#$,

!

'#" L '%

!

-##" !#$L

'% L% -

! L#" !#

)

L%( )[ ]!

'#" L '%

!

-+ L

#') -

#+

)

L%( )[ ]!

'#" L ##&) -+ L

#') -

#&!( )[ ]
'

'#" L###&) -#!!% -%&)$'#" L!$') '!$')"#

以上是平方和的一般计算方法!只需知道首项和相邻两项的增量!就能得到一般的求

和公式#

如果把平方和
*

成立方和!结果又怎样呢7

计算&'

'

-*

'

-##

'

-- -!'

'

#

与平方求和如出一辙!我们将首项看作 *!後面各项的增量分
$&

+!!+!-!#4 !#$+!

因此就有

*

'

-#* -+$

'

-#* -!+$

'

-- -+* -#4 !#$+,

'

用求和符号重写!就是

1

4

5' #

+* -+#5!#$,

'

#

展开後!得到

1

4

5' #

+*

'

-'*

!

+#5!#$-'*+

!

#5!#$

!

-+

'

#5!#$

'

,

'

1

4

5' #

#*

'

-'*

!

+5!'*

!

+-'*+

!

5

!

!)*+

!

5-'*

!

+-+

'

5

'

!'+

'

5

!

-'+

'

5!+

'

$

'4*

'

-'*

!

+

1

4

5' #

5!'*

!

+4 -'*+

!

1

4

5' #

5

!

!)*+

!

1

4

5' #

5-'*

!

+4 -+

'

1

4

5' #

5

'

!'+

'

1

4

5' #

5

!

-'+

'

1

4

5' #

!+

'

4

由熟知的结论

1

4

5' #

5'

4#4 -#$

!

!

1

4

5' #

5

!

'

4#4 -#$#!4 -#$

)

1

4

5' #

5

'

'

4#4 -#$[ ]
!

!

?代入!可得

1

4

5' #

+* -+#5!#$,

'

'4*

'

-'*

!

+8

4#4 -#$

!

!'*

!

+4 -'*+

!

8

4#4 -#$#!4 -#$

)

!)*+

!

8

4#4 -#$

!

-'*+

!

4 -+

'

4#4 -#$[ ]
!

!

!'+

'

8

4#4 -#$#!4 -#$

)

-'+

'

8

4#4 -#$

!

!+

'

4

'4*

'

-'*

!

+8

4

!

!4

!

-'*+

!

48

#4 -#$#!4 -#$

)

!#4 -#$-[ ]#
-+

' 4#4 -#$[ ]
!

!

!

4#4 -#$#!4 -#$

!

-

'4#4 -#$

!

{ }!4

'4*

'

-

4#4 !#$[ ]
!

'*

!

+-#!4 !#$*+

!

-

4#4 !#$

!

+[ ]'

#

'%&'



最终得到公式

1

4

5' #

+* -+#5!#$,

'

'4*

'

-

4#4 !#$[ ]
!

'*

!

+-#!4 !#$*+

!

-

4#4 !#$

!

+[ ]'

((#!$

我们尝试用以上的公式 #!$来解
3

上面的题目&

1

)

5' #

+' -%#5!#$,

'

') L'

'

-

)#) !#$[ ]
!

L

' L'

!

L% -#! L) !#$L' L%

!

-

)#) !#$

!

L%[ ]'

') L!* -#& L##"$ -&!$ -#& L)%$'#)! -#& L#&+ '!%#"!#

得到公式後!我们便可以解答下列类似的题目#

*例 &+ 计算&*

'

-#%

'

-- -&)

'

#

*解+ 由公式 #!$!可得

1

$

5' #

+* -*#5!#$,

'

'$ L*

'

-

$ L#$ !#$[ ]
!

' L*

!

L* -#! L$ !#$L* L*

!

-

$ L#$ !#$

!

L*[ ]'

'$ L'%' -!$ L##"!+ -&#%& -+)"%$'!*%% -!$ L#&**$ '%%&!$#

*例 )+ 计算&##

'

-!#

'

-- -#"#

'

#

*解+ 由公式 #!$!可得

1

#"

5' #

+## -#"#5!#$,

'

'

#" L##

'

-

#" L##" !#$[ ]
!

' L##

!

L#" -#! L#" !#$L## L#"

!

-

#" L##" !#$

!

L#"[ ]'

'#" L#''# -%& L#')'" -!"+"" -%&"""$'#''#" -%& L)+&'"

'#''#" -'#!$$&" ''#%!#)"#

*例 *+ 计算&#!

'

-#$

'

-- -%$

'

#

*解+ 由公式 #!$!可得

1

*

5' #

+#! -)#5!#$,

'

'

* L#!

'

-

* L#* !#$[ ]
!

L

' L#!

!

L) -#! L* !#$L#! L)

!

-

* L#* !#$

!

L)[ ]'

'* L#*!$ -!# L#!&+! -&)#) -%&')$'#!"+) -!)*)!% '!*+*!"#

以上便是平方和与立方和的一般计算方法!这种方法只需推导出了公式!再代入首项

和增量!就毋须经过杂的运算!直接就能得到答案!问题也迎刃而解了#此方法不仅可以

令解题速度更快!同时也提高了数学竞赛场上的计算准确率#

'&&'



最後!我们通过以下三道练习题!巩固以上公式的运用&

*练习 #+ 计算&'*

!

-%&

!

-&'

!

-- -+'

!

#

*练习 !+ 计算&!*

'

-'+

'

-&#

'

-- -++

'

#

*练习 '+ 计算&%'

'

-&"

'

-&*

'

-- -+!

'

#

读者只需利用上述的公式##$与公式#!$!就可解答以上三题#

结合全文!相信大家已经掌握简便的计算方法!只需懂得如何在竞赛场上运用!便可事

半功倍#事实上!公式可进一步推广到四次或以上的情癋!这就留给读者自行思考#

')&'



时代呼
#

攀高峰(数学探研创新篇

澳门数学教育研究学会 郑志民

一)时代的呼
$

,

一位学校的校长回顾办学的艰辛历程时!发出肺腑之言&-质量是学校生存)发展和状

大的生命瞃&.

一所学校要办成高素质的学校要具体五大条件&

第一6要有高瞻远瞩!坚持传承!勇於创新!善於总结!不断攀登的校长及其助手"

第二6在校长的领导下!要有一支能忠於办学精神6办学理念的行政队伍"

这支队伍的行政人员!要能运筹帷幄!身先士卒!带头教研!掌握教师的
D

搏!支持教师

的教学和教改!努力造就教师成
&

-不断进取'善於教学'学会教研'善於育才. 的优秀教师"

第三6要有一大批肯干6苦干和实干的优秀教师!他们不是0

E

饭食160混饭食1!甚至

是0扼饭食1的0教师匠1!而是忠於教育事业6尽心尽意培育下一代的辛勤园丁"他们拿起

书本能教#好$书!做起数学善研究!发掘人才俱慧眼!培育英才不遗力"

第四6要有一大批-学习专心'知识全面'基础扎实'勤学好问'敢於创新. 优秀学生"

第五6要有一大批关心教育的社会人士和关心学校的家长"

祖国七十周年的辉煌成就举世瞩目6震憾世界"

新时代呼
F

祖国不断从-一穷二白. 到-繁荣昌盛.&伟大祖国从-站起来.!到-富起

来.!再到-

%

起来.!从而屹立於世界的东方"

新时代也呼
F

教育要不断地创新"数学教师要在平凡的教育工作的岗位上不断开展数

学教育探究!培养具有研究能力的青年学生!使他们成
&

祖国百年复兴的优秀接班人"

造就数学探究的新一代优秀教师!培育具数学研究能力的学生!不但是历史的责任!也

是新时代的呼
F

;

二)-数学探究. 应该怎样进行/

数学探究是新时代的呼
F

!但数学探究应该如何进行7

教师进行数学探究可从多方面!多角度!运用多种手段来进行!教师指导学生进行数学

研究也是如此"

'*&'



数学探究起码包括下述几个方面&

##探究一题多解*

!#探究公式#定理$的推广*

'#探究0不同思路1的解题方法*

%#探究0解题策略1的制定*

&#探究0错误思维1的纠偏"

教师或学生在进行数学探究时往往会擦出火花!亮出新的思维和解题方法"学生超越

老师!师生超越前人*创出新成果'''这也就0数学探究1所要达到的真正目的"

下面提供数学探究的若干典型问题及其相关的案例!以供老师和学生参考"

0一1 从-数形结合百般好. 入手&

数学家华罗庚先生对数学上的0数1和0形1曾经作过生动的描述&-数缺形'难直观2形

缺数难入微2数形结合百般好&.

数形沟通!是我们发现数学问题简捷解法的利器"许多数学问题!一旦将0数1转化
&

0形1!或将0形1转化
&

0数1来研究问题!就会显现无限的生机"

*例 #+ 已知,!.!ZO"!且

,

!

-.

!

-,.'#! ##$

.

!

-Z

!

-.Z''! #!$

J

!

-J

!

-J2'%# #'

{
$

求,.-.Z-Z,的值#

如果从三个方程中解出,!.!Z的值!再求,.-.Z-Z,的值!当然是一条思路!但解的过

程比较繁杂!即&

##$!#!$得&#,

!

!Z

!

$-Z.!.Z'!!!即

#,!Z$#,-.-Z$'!!#(( ( #%$

#!$!#'$得&

#.!,$#,-.-Z$'!## #&$

#'$!##$得&

#Z!.$#,-.-Z$''# #)$

而,!.!ZO"!则,-.-ZO"!

#%$Y#&$得&

,!Z

.!,

'!!即

( Z'',!!.! #*$

将#*$代入#!$得&

( ',

!

-.

!

!',.'#! #$$

由#$$'##$得&!,

!

!%,.'"#而,O"!所以&

'$&'



,'!.# #+$

把#+$代入##$得到 *.

!

'#!.'

槡*

*

#.'!

槡*

*

P"舍去$#这时!,'

槡! *

*

!Z'

槡% *

*

!

所以&

,.-.Z-Z,'

槡! *

*

8

槡*

*

-

槡*

*

8

槡% *

*

-

槡% *

*

8

槡! *

*

'!#

上述过程中!反反复复地对方程实施变
*

!

6

累人了#能否从繁杂中解放出来呢7我们

仔细观察已知条件中方程组左边代数式的结构特点'发现它们很像余弦定理#於是'由这一

点灵气'想办法构造三角形试试看#

把已知的三个方程化
&

&

,

!

-.

!

!!,.7?9#!"S'#

!

!

.

!

-Z

!

!!.Z7?9#!"S'#槡'$
!

!

Z

!

-,

!

!!Z,7?9#!"S'!

{
!

而#槡'$
!

-#

!

'!

!

!则以 #!槡'!!&边可构造直三角形()0!(0'#!)0'槡'!()'! #

$是
"

()0

%

一点!且满足
*

($)'

*

)$0'

*

0$('#!"S!($',!0$'.!)$'Z#

而 D

"

()$

-D

"

)0$

-D

"

($0

'D

"

()0

!则

#

!

,.9=4#!"S-

#

!

.Z9=4#!"S-

#

!

Z,9=4#!"S'

#

!

L# L槡'!即

,.-.Z-Z,'!#

将一个代数问题!构造三角形加以解答!显得十分简便#难怪美国数学家斯蒂恩
(

!如

果一个特定的问题被转化
&

一个图形!那么思想就整体地把握了问题!?且能
6

创造性地

思索问题的解法#

数转化
&

形的方式常有构造几何图形!建立函数图像!运用集合韦恩图等#这样能将数

量关系直观地表述出来!增加思考的直观性!发现解题的捷径#

*例 !+ 设,6.6Z都是正实数!且满足

,

!

-,.-.

!

'#+!(((

$

.

!

-.Z-Z

!

''*!

%

Z

!

-Z,-,

!

'!$#

&

求,-.-Z的值#

*思路+ 本题是一道三元二次方程组的问题!但如果试图解这个三元二次方程组!求出

,6.6Z的值来求,-.-Z的值!显然是十分麻烦的#

分析已知条件的特徵!如
$

式#将该式稍作变形!得

,

!

-.

!

-! L

#

!

,.'#槡#+$
!

!

则具有明显的几何特徵'''与馀弦定理相似#则由馀弦定理知!以,6.6槡#+&三边恰能构

'+&'



成一个三角形!且长,和.的两边的夹角
&

#!"S#同此!由
%

6

&

知!可构造另两个有一角
&

#!"S的三角形*?且这三个三角形恰能拼成一个边长
&槡#+6槡'*和槡!$的大三角形#如图

# !!$#由所得三角形的面积关易知,.-.Z-Z,的值#从而可望与原方程组配合!求出,

-.-Z#

*解+ 把已知条件改写成

,

!

-.

!

!!,.7?9#!"S'#槡#+$
!

!

.

!

-Z

!

!!.Z7?9#!"S'#槡'*$
!

!

Z

!

-,

!

!!Z,7?9#!"S'#槡!$$
!

#

根据馀弦定理!把,6.6Z看做瞃段长!可以作出辅助三角形()0#图 # !!$!其中()'

槡!$!)0'槡'*!0('槡#+#R是()0

%

一点!R(',!R)'Z!R0'.!

*

(R)'

*

)R0

'

*

0R('#!"S#

显然!D

"

(R)

-D

"

)R0

-D

"

0R(

'D

"

()0

#(((

'

因
&

D

"

(R)

'

#

!

,Z9=4#!"S'

槡'

%

,Z!

D

"

)R0

'

#

!

.Z9=4#!"S'

槡'

%

,Z!

D

"

0R(

'

#

!

,.9=4#!"S'

槡'

%

,Z!

又 7?9

*

0()'

()

!

-(0

!

!)0

!

!()8(0

'

&

槡!$8槡#+
!

所以!9=4

*

0()' # !7?9

!

*槡 0()'

槡#' '

槡!$8槡#+
#

所以(D

()0

'

#

!

8()8(089=4

*

0()'

#'

!

槡' #

把以上各式代入
'

!得

(((

槡'

%

#,.-.Z-,Z$'

#'

!

槡' #

所以,.-.Z-Z,'!)#(((

(

所以
$

-

%

-

&

-' L

(

!?整理得

(((!#,-.-Z$

!

'#)!#

因
&

,6.6Z是正数!所以,-.-Z'+#

*评盰+##$求,.-.Z-Z,是解本题的关键!这用了构形法#构造
"

()0!?利用面积

关$#由此我们体会到!对於代数条件应能联想其是否具有某种几何意义!只有善於正确

联想!才能恰当而灵活地运用构形法来简化问题的求解#

#!$本例求,.-.Z-Z,是
&

了进一步求,-.-Z做准备#这表明构形法既可以作
&

整

'")'



体性的解题策略!也可以
&

局部计算或推理提供辅助#

*例 '+ 已知 *6+67

$

[

-

!求证 *

!

-*+-+槡
!

- *

!

-*7-7槡
!

O +

!

-+7-7槡
!

#

*分析+ 观察求证式!发现 *6+67具有轮
*

对称的特点!从 *

!

-*+-+槡
! 可联想到根号

%

的形式与余弦定理相似!则有 *

!

-*+-+

!

'*

!

-+

!

!!*+7?9#!"S#因此可用构形法#做出

具公共顶点的三个三角形
"

R()!

"

R)0及
"

R(0!使R('*!R)'+!R0'7!且
*

(R)

'

*

)R0'

*

(R0'#!"S$加以证明#

*证明+ 作具有公共顶点R的三个三角形
"

R()!

"

R)0及

"

R(0!使R('*!R)'+!R0'7!且
*

(R)'

*

)R0'

*

(R0

'#!"S!如图 # !' 所示!则有

()

!

'R(

!

-R)

!

!!8R(8R)87?9

*

(R)'*

!

-*+-+

!

*

(0

!

'R(

!

-R0

!

!!8R(8R087?9

*

(R0'*

!

-*7-7

!

*

)0

!

'R)

!

-R0

!

!!8R)8R087?9

*

)R0'+

!

-+7-7

!

#

F()' *

!

-*+-+槡
!

!(0' *

!

-*7-7槡
!

!)0' +

!

-+7-7槡
!

#

但()-(0O)0#三角形两边之和大於等三边$!

F *

!

-*+-+槡
!

- *

!

-*7-7槡
!

O +

!

-+7-7槡
!

##

*例 %+ 证明重要不等式&

* -+

!

2 槡*+#*6+皆&

正数!当且仅当 * '+时!等号成立$#

*证明+E*!+皆
&

正数!作瞃段(0'*!延长(0至)!使0)'+#以()

&

直径作半圆!

过0作0$

+

()交半圆周於$!由几何性质可知0$

!

'(080)'*+##如图 # !%$#

F 槡0$' *+#

过圆心R作RI

+

()交半圆周於I!

FRI'

* -+

!

#((((

$

当 *

!

+时!RIO0$!F

* -+

!

槡O *+#

当 * '+时!则0$就是RI!

故
* -+

!

槡' *+#

%

由
$

!

%

可得
* -+

!

2 槡*+!证毕#

*盰+ 不难看出!利用几何图形性质来证明这个重要不等式!既简便!又直观 #

*例 &+ 如图 # !&!圆的三条弦&&

#

!BB

#

![[

#

!两间相交!交点分
$&

(6)60!若(&'

)B'0[!([

#

')&

#

'0B

#

!则
"

()0是正三角形 #

'#)'



*证明+ 设(&')B'0['T!([

#

')&

#

'0B

#

'4!)0',!0('.!()'Z#根据

圆
%

相交弦定理有

4#T-,$'T#4 -.$!

4#T-.$'T#4 -Z$!

4#T-Z$'T#4 -,$

{
#

((即

4,'T.!

4.'TZ!{
4Z'T,#

三式相加!从而得 4#,-.-Z$'T#,-.-Z$!

所以T'4!,'.'Z#

可见
"

()0是正三角形#

真正是-以数助形. 皆称好'-几何问题. 细入微#

以上五个例子再一次印证了华罗庚这位数学大师的至理

名言&0数缺形!难直观*形缺数难入微*数形结合百般好"1

0二1 从-一题多解见功底. 入手&

善於利用(#&#和\#&#的定义6通项公式#及其变形和拓广形式$!前 4项和公式!特
$

是相关的性质!都可以简捷地解(#&#和\#&#的相关问题!甚至可以做到一题多解 #

下面四个例题的一题多解!便是典型的案例 #

*例 #+ 已知9*

4

:

&

(#&#!*

'

'+!*

+

'#!!求 *

#&

!*

!#

!*

!!

#

*解法一+E9*

4

:

&

(#&#!*

'

'+!*

+

'#!!

F

*

#

-!% '+!

*

#

-$% '#!

{
#

(F*

#

'$!% '

#

!

#

故 *

#&

'*

#

-##& !#$% '$ -#% L

#

!

'#&!

*

!#

'*

#

-#!# !#$% '$ -!" L

#

!

'#$!

*

!!

'*

#

-#!! !#$% '$ -!# L

#

!

'#$

#

!

#

#此解法
&

-通法.'''列方程组求解法!属基本的解法!也是最常用的解法 #$

*解法二+E9*

4

:

&

(#&#!且 *

'

'+!*

+

'#!!又 *

T

'*

4

-#T!4$%!

F% '

*

T

!*

4

T!4

'

*

+

!*

'

+ !'

'

#! !+

)

'

'

)

'

#

!

!

F *

#&

'*

'

-##& !'$% '+ -#! L

#

!

'#&!

*

!#

'*

'

-#!# !'$% '+ -#$ L

#

!

'#$!

*

!!

'*

'

-#!! !'$% '+ -#+ L

#

!

'#$

#

!

#

'!)'



#此解法运用了等差数列通项公式的拓广形式 *

T

'*

4

-#T!4$% 及变形公式 % '

*

T

!*

4

T!4

!属-巧解法.#$

*解法三+E9*

4

:

&

(#&#!且 *

'

'+!*

+

'#!!又 '!+!#&成(#&#!F*

'

!*

+

!*

#&

成(#&#!

F*

#&

'!*

+

!*

'

'! L#! !+ '#&*

同理(+!#&!!# 成(#&#!

F*

+

!*

#&

!*

!#

也成(#&#!

F*

!#

'!*

#&

!*

+

'! L#& !#! '#$*

由 *

T

'*

4

-#T!4$%!知

% '

*

T

!*

4

T!4

'

#! !+

+ !'

'

'

)

'

#

!

!

F*

!!

'*

'

-#!! !'$% '+ -#$ L

#

!

'#$

#

!

#

#此解法运用了等差数列中等差中项的变形公式'''*

T

!*

4

!*

F

成(#&#!则 *

F

'!*

4

!

*

T

及等差数列中通项公式的拓广形式 *

T

'*

4

-#T!4$%之变形公式 % '

*

T

!*

4

T!4

!属-妙

解法.!但属-特法.!若 '!+!#&*+!#&!!# 不成(#&#!则此法不通#$

*解法四+E9*

4

:

&

(#&#!且 *

'

'+!*

+

'#!!

F

*

#&

!*

+

#& !+

'% '

*

+

!*

'

+ !'

!

F

*

#&

!#!

)

'

#! !+

)

!

F*

#&

'' -#! '#&*

同理(

*

!#

!*

+

!# !+

'% '

*

+

!*

'

+ !'

!

F

*

!#

!#!

#!

'

#! !+

)

!

*

!#

'! L' -#! '#$*

同理(

*

!!

!*

+

!! !+

'% '

*

+

!*

'

+ !'

!

F

*

!!

!#!

#'

'

#! !+

)

!

F*

!!

'

#

!

L#' -#! '#$

#

!

#

#此解法运用了等差数列的通项公式 *

T

'*

4

-#T!4$% 之变形公式
*

T

!*

4

T!4

'% '

*

F

!*

Q

&!Q

!设 %而不求 %!-声东击西. 去解题!属-巧妙解法.!且此解法具普遍性#$

'')'



*例 !+ 有四个数!前三数成(#&#!後三个数成\#&#!?且等一个数与第四个数之和
&

#)!第二个数与第三个数之和
&

#!!求这四个数#

*解法一+ 根据题意!可设四个数分
$&

,!%!,!,-%!.!

则有

,-#,-%$'#!! ##$

#,!%$-.'#)! #!$

#,-%$

!

',.! #'

{
$

,!% , ,-% .

第一数 第二数 第三数 第四数

由##$!可得 % '#! !!,!分
$

代入#!$!#'$得

((

',-.'!$! #%$

##! !,$

!

',.! #&

{
$

由#%$!可得.'!$ !',!代入#&$得

(( ##! !,$

!

',#!$ !',$!

即,

!

!#',-') '"!#,!%$#,!+$'"!

(( F,

#

'%!,

!

'+!

(( .

#

'#)!.

!

'#!

(( %

#

'%!%

!

'!)#

F所求的四个数分
$&

"!%!$!#) 或 #&!+!'!##

#此解法设三个未知数 ,!.!%!?借助於框图表达出第四个数!列三元一次方程组求

解#$

*解法二+ 根据题意!可设四个数分
$&

,!.!#! !.!#) !,!

则有
!.',-##! !.$! ##$

##! !.$

!

'.##) !,$# #!

{
$

, . #! !. #) !,

第一数 第二数 第三数 第四数

由##$!可得,''.!#!!代入#!$!得

##! !.$

!

'.#!$ !'.$!

即.

!

!#'.-') '"!#.!%$#.!+$'"!

F,

#

'"!,

!

'#&!

(.

#

'%!.

!

'+#

F所求的四个数分
$&

"!%!$!#) 或 #&!+!'!##

#此解法设两个未知数 ,!.!?借助於框图表达出其他两个数!列二元二次方程组求

解#$

'%)'



*解法三+ 根据题意!可设四个数分
$&

#) !,Q

!

!,!,Q!,Q

!

!

则有
,-,Q'#!! ##$

#) !,Q

!

-,Q'!,# #!

{
$

#) !,Q

!

, ,Q

,Q

!

第一数 第二数 第三数 第四数

由##$!可得,'

#!

# -Q

!代入#!$!得

#) !

#!

# -Q

8Q

!

-

#!

# -Q

8Q'

!%

# -Q

#

即 'Q

!

!*Q-! '"!#'Q!#$#Q!!$'"!

FQ'!!或Q'

#

'

!,'%!或,'+#

F所求的四个数分
$&

"!%!$!#) 或 #&!+!'!##

#此解法设两个未知数 ,!Q!?借助於框图表达出其他两个数!列二元二次方程组求

解#$

*解法四+ 根据题意!可设四个数分
$&

'.!#!!.!#! !.!#) !#'.!#!$!

则有 ##! !.$

!

'.#!$ !'.$!

'.!#! . #! !. #) !#'.!#!$

第一数 第二数 第三数 第四数

即.

!

!#'.-') '"!#.!%$#.!+$'"!

F.

#

'%!或.

!

'+#

F所求的四个数分
$&

"!%!$!#) 或 #&!+!'!##

#此解法设一个未知数.!?借助於框图表达出其他三个数!列一元二次方程组求解#$

*解法五+ 根据题意!可设四个数分
$&

*!+!7!%#

则有

* -% '#)! ##$

+-7'#!! #!$

!+'* -7! #'$

7

!

'+%# #%










$

* + 7 %

第一数 第二数 第三数 第四数

由##$-#!$!得

* -+-7-% '!$! #&$

把#'$代入#&$!得

% '!$ !'+#

'&)'



又由##$!又可得

* '#) !% '!#! -'+#

由#!$!得7'#! !+!代入#%$!可得

##! !+$

!

'+#!$ !'+$!

F+

!

!#'+-') '"!#+!%$#+!+$'"!

F+

#

'%!或+

!

'+*7

#

'$!或7

!

''*

(*

#

'"!或 *

!

'#&*%

#

'#)!或 %

!

'##

F所求的四个数分
$&

"!%!$!#) 或 #&!+!'!##

#此解法设四个未知数 *!+!7!%分
$

表达四个数!列出四元一次方程组求解#$

*盰+ 上述五种解法中!显然#解法五$易设且易列方程组!但解方程组就较难6较繁*而

#解法四$虽然0难设元1!但易列方程!易解方程!应属最好的解法#上述解法中!都借用了

框图表达四个数!方便解题!有可取之处#

*例 '+ 在
"

()0中!(!)!0的对边分
$

是 *!+!7!已知 *

!

!+

!

!7

! 成(#&#!

求证&

7?9(

*

!

7?9)

+

!

7?90

7

成(#&##

*证法一+ 在
"

()0中!*

!

!+

!

!7

! 成(#&#!

F !!*

!

!!!+

!

!!!7

! 也成(#&#!

F*

!

-+

!

-7

!

!!*

!

!*

!

-+

!

-7

!

!!+

!

!*

!

-+

!

-7

!

!!7

! 也成(#&#!

即+

!

-7

!

!*

!

!*

!

-7

!

!+

!

!*

!

-+

!

!7

! 也成(#&##

又 *+7

!

"!

F

+

!

-7

!

!*

!

!*+7

!

*

!

-7

!

!+

!

!*+7

!

*

!

-+

!

!7

!

!*+7

也成(#&#!

即

+

!

-7

!

!*

!

!+7

*

!

*

!

-7

!

!+

!

!*7

+

!

*

!

-+

!

!7

!

!*+

7

也成(#&#!

F

7?9(

*

!

7?9)

+

!

7?90

7

成(#&##

#此证法属综合法!利用等差数列的性质结合余弦定理证题#$

*证法二+ 在
"

()0中!*

!

!+

!

!7

! 成(#&#!

F*

!

-7

!

'!+

!

!

又7?9('

+

!

-7

!

!*

!

!+7

!7?9)'

*

!

-7

!

!+

!

!*7

!7?90'

*

!

-+

!

!7

!

!*+

!

F

7?9(

*

-

7?90

7

'

+

!

-7

!

!*

!

!*+7

-

*

!

-+

!

!7

!

!*+7

'

!+

!

!*+7

'

!#!+

!

!+

!

$

!*+7

'

!#*

!

-7

!

!+

!

$

!*+7

'! L

*

!

-7

!

!+

!

!*7

+

'! L

7?9)

+

!

'))'



故
7?9(

*

!

7?9)

+

!

7?90

7

成(#&##

#此证法也属综合法!利用等差中项的充要条件'''0*

!

!+

!

!7

!成(#&#

(

!+

!

'*

!

-7

!

1!

代数式的恒等变形结合余弦定理证题#$

*证法三+ 在
"

()0中!*

!

!+

!

!7

! 成(#&#!F*

!

-7

!

'!+

!

!

又 *

!

'+

!

-7

!

!!+77?9(!+

!

'*

!

-7

!

!!*77?9)!7

!

'*

!

-+

!

!!*+7?90!

F+

!

-7

!

!!+77?9(!*

!

-7

!

!!*77?9)!*

!

-+

!

!!*+7?90也成(#&#!

F#+

!

-7

!

!!+77?9($-#*

!

-+

!

!!*+7?90$'!#*

!

-7

!

!!*77?9)$!

则+77?9(-*+7?90'!*77?9)!

从而+77?9(!*77?9)!*+7?90成(#&#!

又 *+7

!

"!

故
7?9(

*

!

7?9)

+

!

7?90

7

成(#&##

#此证法属综合法!利用等差中项的充要条件!代数式的恒等变形结合余弦定理证题#$

*证法四+ 在
"

()0中!*

!

!+

!

!7

! 成(#&#!

F*

!

-7

!

'!+

!

!

又
#+

!

-7

!

!*

!

$-#*

!

-+

!

!7

!

$

!

'+

!

'!+

!

!+

!

'*

!

-7

!

!+

!

!

F+

!

-7

!

!*

!

!*

!

-7

!

!+

!

!*

!

-+

!

!7

! 成(#&#!

又 *+7

!

"!

F

+

!

-7

!

!*

!

!*+7

!

*

!

-7

!

!+

!

!*+7

!

*

!

-+

!

!7

!

!*+7

也成(#&#!

即

+

!

-7

!

!*

!

!+7

*

!

*

!

-7

!

!+

!

!*7

+

!

*

!

-+

!

!7

!

!*+

7

也成(#&#!

F

7?9(

*

!

7?9)

+

!

7?90

7

成(#&##

#此证法属综合法!利用等差中项的充要条件!等差数列的性质!代数式的恒等变形结

合余弦定理证题#$

*证法五+ 在
"

()0中!要证明
7?9(

*

!

7?9)

+

!

7?90

7

成(#&#!只需证
7?9(

*

-

7?90

7

'

!7?9)

+

!

根据余弦定理知!只需证

+

!

-7

!

!*

!

!*+7

-

*

!

-+

!

!7

!

!*+7

'! L

*

!

-7

!

!+

!

!*+7

!

又只需证#+

!

-7

!

!*

!

$-#*

!

-+

!

!7

!

$'!#*

!

-7

!

!+

!

$!

即只需证 *

!

-7

!

'!+

!

!

也即只需证 *

!

!+

!

!7

! 成(#&#!

而 *

!

!+

!

!7

! 成(#&##已知$!且以上各步!步步可逆!

'*)'



F

7?9(

*

!

7?9)

+

!

7?90

7

成(#&##

#此证法属分析法!利用等差中项的充要条件!代数式的恒等变形结合余弦定理证题#$

*证法六+ 在
"

()0中!要证明
7?9(

*

!

7?9)

+

!

7?90

7

成(#&#!

只需证

+

!

-7

!

!*

!

!+7

*

!

*

!

-7

!

!+

!

!*7

+

!

*

!

-+

!

!7

!

!*+

7

成(#&#!

这只需证
+

!

-7

!

!*

!

!*+7

!

*

!

-7

!

!+

!

!*+7

!

*

!

-+

!

!7

!

!*+7

成(#&#!

这又只需证+

!

-7

!

!*

!

!*

!

-7

!

!+

!

!*

!

-+

!

!7

! 成(#&#!

也即只需证#+

!

-7

!

!*

!

$!#*

!

-+

!

-7

!

$!#*

!

-7

!

!+

!

$!#*

!

-+

!

-7

!

$!

#*

!

-+

!

!7

!

$!#*

!

-+

!

-7

!

$成(#&#!

即 !!*

!

!!!+

!

!!!7

! 成(#&#!

也即只需证 *

!

!+

!

!7

! 成(#&#!

而 *

!

!+

!

!7

! 成(#&##已知$!且以上各步!步步可逆!

F

7?9(

*

!

7?9)

+

!

7?90

7

成(#&##

#此证法属分析法!利用等差数列的性质!代数式的恒等变形结合余弦定理证题#$

0三1 从-巧思妙证
'

角度. 入手&

证明数学问题总希望得到最0漂亮1的证法!即简捷6新奇6有回味的证法!而只有-巧

思. 才会有-妙证.#

*例 #+ 证明凸 4边形的外角和
&

')"S!

%

角和
&

#4 !!$L#$"S#

德国物理学家马赫用一根足
6

长的铁丝给出了下列直观

证法#

将铁丝RC 的一端 R与凸多边形 (

#

(

!

-(

4

的 (

4

重合!如图

' !#!RC放置在(

4

(

#

边上!将铁丝伸出多边形的部分(

#

C绕(

#

点

顺时针旋转到与边(

#

(

!

重合!设旋转的角度
& '

#

*再将伸出多边

形的铁丝(

!

C绕(

!

点顺时针旋转到(

!

(

'

!旋转角度
&'

!

*如此继续

下去!直到铁丝转到(

4

C!再绕(

4

顺时针旋转到(

4

(

#

!旋转角度
&

'

4

!这时!铁丝正好顺时针方向转了一周!於是
'

#

-

'

!

-- -

'

4

'

')"S!即凸多边形的外角和
&

')"S#

又因
&

多边形的每一个外角与相邻的
%

角互补!所以

'

#

'#$"S!

*

(

4

(

#

(

!

!

'

!

'#$"S!

*

(

#

(

!

(

'

!-

'

4

'#$"S!

*

(

4!#

(

4

(

#

!

代入外角和公式得

'$)'



*

(

4(#

(

!

-

*

(

#

(

!

(

'

-- -

*

(

4!#

(

4

(

#

'#4 !!$L#$"S!

即凸 4边形
%

角和等於#4 !!$L#$"S#

0四1 从-转
'

图形巧计算. 入手&

几何中求面积问题!常常需要分解观察对象!将一个非规则的图形转化
&

几个规则图

形的面积之和差#

*例 #+如图% !#!在
3

R的直径()上任意取两点&6B!分
$

以(&6(B

&

直径在()的

同一侧画半圆!以)B6)&

&

直径!在()的另一侧画半圆"

求证&阴影部分的面积与
3

R面积的比等於&B%()#

*解+D阴影 'D半圆(B

-D半圆&)

!D半圆(&

!D半圆B)

'

%

!

(B

!

%

-

&)

!

%

!#

(&

!

%

-

B)

!

%

[ ]$
'

%

!

(B

!

%

!

B)

!

%

-#

&)

!

%

!

(&

!

%

[ ]$
'

%

!

(B-B)

!

8

(B!B)

!

-

&)-(&

!

8

&)!(&[ ]
!

'

%

!

8

()

!

8#

(B!B)

!

-

&)!(&

!

$

'

%

%

()8&B#

而 D

3

R

'

%

%

()

!

!FD阴影%D

3

R

'&B%()#

0五1 从-大胆推广求超越. 入手&

*例 #+ 关於乘法公式#* -+$

!

'*

!

-!*+-+

! 的推广#

公式#* -+$

!

'*

!

-!*+-+

!的表述是无可非议的#但如果
*

一个角度加以展示!便可

以出现-新天地.#事实上!#* -+$

!

'*

!

-!*+-+

!

'*

!

-+

!

-!*+#

它可理解
&

!-两数和的平方'等於这两数的平方和再加上这两数之积的 ! 倍#.

而#* -+-7$

!

'+#* -+$-7,

!

'#* -+$

!

-7

!

-!#* -+$7

'*

!

-+

!

-!*+-7

!

-!*7-!+7

'*

!

-+

!

-7

!

-!*+-!*7-!+7#

它可理解
&

-三数和的平方'等於这三数的平方和再加上每两数积的 ! 倍#.

进而又有&

#* -+-7-%$

!

'*

!

-+

!

-7

!

-%

!

-!*+-!*7-!*% -!+7-!+% -!7%#

进而又有&

'+)'



#*

#

-*

!

-- -*

4

$

!

'*

!

#

-*

!

!

-- -*

!

4

-!*

#

*

!

-!*

#

*

'

-- -!*

#

*

4

-- -!*

4!#

*

4

#

*例 !+#+$* 年第五期美国.数学教师/#H*E>8T*E=79E8*7>8:$发表了"韦利克定理# 一

文!此文的作者是美国赫维茨老师!韦利克是他的学生的名字!这是怎
2

回事呢7

原来!赫维茨在上几何课时!提出了这样一个问题&

如图 & !#!求正六边形的两条对角瞃相交所成的
*

# 的度数#

韦利克认真地解完了此题!得到答案是 #!"S#

他猜想!对於任何正多边形!

*

#的大小总是等於正

多边形的一个
%

角#赫维茨老师在"韦利克定理#

一文中介绍了韦利克的发现!?且通过角度的计

算!证明了这个猜想#

我们先看几种特殊情形#

当正多边形是正方形时!两条对角瞃互相垂直!交角是 +"S!猜想成立#

当正多边形是正五边形时!由於 ()0$I是正五边形!则 ()')0!那
2

!

*

)(0'

*

(0)'

#

!

##$"S!#"$S$'')S#同理可得
*

0)$'')S!

*

()$'*!S!

*

# '#$"S!')S

!')S'#"$S'正五边形的一个
%

角#

当是正 4边形时!正 4边形的每一个
%

角 '

#4 !!$L#$"S

4

!

*

)0('

*

(0)'

*

0)$

'

#

!

L##$"S!

#4 !!$L#$"S

4

$ '

#$"S

4

'!

*

# '

#4 !!$L#$"S

4

!

#$"S

4

-

#$"S

4

'

#4 !!$L#$"S

4

'正 4边形的一个
%

角#

但又想想!如果 4 ''时!正三角形
8

有对角瞃!则猜想不成立!因此!应规定 4

2

%!且 4

是自然数#

韦利克由一道很普通的习题!做出了大文章!难怪他的老师要以他的名字作
&

文章的

标题#其实!要做到韦利克这样!?不难#我们只要做有心人!掌握一定的方法!就完全可以

办得到!

(

不定也会出现以我们中学生的名字命名的新定理#

-踏破铁鞋无觅处'得来全不费功夫#. 能
6

有所发现的功夫!全在平时训练中提高#比

如!对一个几何题!如果在特殊三角形中成立!就想想在一般三角形中是否成立!进而想想

在三眣锥6四面体中又是否成立*如果是一个代数问题!对某些具体数值成立!再
*

成其他

数值看是否成立!进而
*

成字母时!结论又如何--

0六1 从-深刻理解
(

对值. 入手&

*例 #+已知 * P+P7!,代表实数!求
,!* -,!+-,!7

的最小值##++$年上海市

'"*'



数学竞赛初三级试题$#

*解+

,!*

的几何意义是&在数轴上!表示实数,与实数 *的两个点之间的距离#

於是!求
,!*

-

,!+

-

,!7

的最小值的意义就是在数轴上求一点#对应实数

,$!使它到对应实数 *!+!7的三个点(!)!0的距离之和最小!那
2

!如图 ) !#所示!当这个

点,取在点)的位置时!它到(!)!0三点的距离之和最小!其和
&

7!*#

因
&

!点,取在)以外的任何位置时!三条瞃段
,!*

!

,!+

!

,!7

都有重部分!

因而总长度大於7!*!如图 ) !!#

这个解法多
)

漂亮'大大简捷於其他的解法,3盰4

&

什
)

能得到这个简捷的解法呢/

原因之一是'对
(

对值概念的多方位认识'因而理解深刻'应用灵活2

原因之二是'面对问题'从代数到几何'

'

了个思考角度2

原因之三是'把-三个
(

对值和. 理解
&

-三个距离之和.2

从而有-四两破千斤. 的思维方法'巧妙地求解#

3盰4 参看郑志民6邓海棠编著之.薪火相传育英才/&#&*>例 &!?之三种不同解法#

0七1 从-纠偏思维求真谛. 入手&

*例 #+ 已知('9.].',

!

!%,-'!,

$

[:!)'9.].'!,

!

!!,-'!,

$

[:!

求(

&

)#

*分析+ 有的同学一看见是求交集!就由联立方程组

.',

!

!%,-'!

.'!,

!

!!,-!

{
!

消去.!得方程

,

!

!%,-' '!,

!

!!,-!!即!,

!

!!,-# '"#

由於方程的判
$

式
"

'#!!$

!

!% L! L#

'!% P"!故方程无解!因而(

&

)'

(

#

画出两条抛物瞃的图象#如图 * !# 所示$亦

可看到!它们确实
8

有交点#

但是!这种解法是错误的#它既有知识性的

错误!又有心理性的错误!知识性的错误是未能弄

清楚 (!)的元素是什
2

!把0数1.误认
&

0数

'#*'



对1#,!.$!把0值域1误认
&

整条抛物瞃*心理性的错误是未能认真审题!凭老习惯!以
&

0求交集1就是0解方程组1!就是0求曲瞃的交点1!其实本题是求两值域的交集!即两个关

於.

&

元素的两个集合的交集#

*解+ 由.',

!

!%,-' '#,!!$

!

!#!可知.

2

!##

又由.'!,

!

!!,-! '' !#,-#$

!

!可知.

4

'#

F('9.].

2

!#:!)'9.].

4

':!

F(

&

)'9.]!#

4

.

4

':#

*反思+ 学习集合必须抓住-元素. 这个关键!集合是由元素确定的!空集6子集6交集6

?集6补集和差集等也都是通过元素来定义的!集合的基本性质0确定性)互?性)无序性1

便是针对元素描述的!集合的分类与表示方法等亦全都是通过元素来刻画的#遇到集合问

题!首先要弄清-元素是什
)

.#-不弄清.0心理性的错误1 或-弄不清.0知识性的错误1 都

会
9

生对问题的-分析. 出现-似是而非. 的错误#

0八1 从-霸位饮茶. 求轨?入手&

-代点法. 是求轨?方程的一种好方法#

-代点法.用於求解轨?方程特
$

好用#用-代点法.解题需要有三个条件&##$有一个

已知的轨?@#,

#

!.

#

$'"*#!$点&

#

#,

#

!.

#

$在已知轨?@#,!.$'"上!因此有@#,

#

!.

#

$'

"*#'$所求的轨?上的点&#,!.$与&

#

#,

#

!.

#

$有密切的联!可以表示成,';#,

#

$!.'

)

#.

#

$的关式*#'$?可得,

#

';

!#

#,$!.

#

'

)

=!##.$!代入方程@#,

#

!.

#

$'"!即可得

所求的轨?方程#

作者根据澳门人的生活习惯!把这种方法俗称
&

-霸位饮茶法.'''-你霸位'我饮

茶.'''这种方法需要##$有可以饮茶的茶楼!?有饮茶位可霸*#!$有人#甲$愿意替饮茶

人#乙$去霸位*#'$甲霸到位後!会让乙去饮茶#作者在澳门濠江中学教授0解析几何1时!

用到此法!深受学生欢迎#

-代点法. 实质上是-多参数法.#有的把它称
&

-转移法.'或-转移代入法.#

*例 #+ 已知点&是圆R#,

!

-.

!

'*

!

$上的动点!

(#!*!"$是定点!

*

&R(的平分瞃RA交&(於A!求点A

的轨?方程##图 $ !#$

*解+0代点法1 设A#,!.$是轨?上任一点#图 $ !

#$!&点的坐标
&

&#,

F

!.

F

$!

ERA平分
*

&R(!

F

(A

A&

'

R(

R&

'!!

即A分(&成定比
*

'!!由定比分点坐标公式!得

'!*'



,'

!* -!,

F

# -!

!

.'

" -!.

F

# -!










*

,

F

'

',!!*

!

!

.

F

'

'.

!

{
#

E&在曲瞃,

!

-.

!

'*

! 上!

F

',!!*( )
!

!

-

'.( )
!

!

'*

!

!

即
,!

!

'

( )* !

-.

!

'

!

'

( )* !

&

所求的点A的轨?方程#

*例 !+已知
"

()0两顶点坐标
&

)#!!!"$!0#'!"$!第三个顶点(在直瞃<&!,-'.!

#! '" 上滑动!求三角形()0的重心轨?方程##图 $ !!$

*解+ 设
"

()0的重心坐标
&

&#,!.$!顶点的坐标
&

(#T!4$!据三角形重心坐标公

式!得

,'

!! -' -T

'

!.'

" -" -4

'

#

解之!得T'',!#!4 ''.#

由於点(#T!4$在直瞃<上滑动!所以其坐标适

合方程 !,-'.!#! '"!於是有

!#',!#$-'#'.$!#! '"!

即 ),-+.!#% '"!

&

所求的重心的轨?方程#

*例 '+ 设椭圆的方程是
,

!

+

-

.

!

#)

'#!点(的坐标是#T!!!$!点)是椭圆上任意一点!

点&分)(所成的比
&

!!已知当)在椭圆上移动时!点&的轨?关於

直瞃,'#对称!求T的值及点&的轨?方程#+#年国
%

重点高校入

学试题6理科$#图形见 $ !'$#

*解+0代点法1设点&的坐标
&

&#,!.$!点)的坐标
&

)#,

"

!.

"

$!

E点&分)(所成的比
&

!!F

*

'

)&

&(

'!#

点&#,!.$的坐标
&

(

,'

,

"

-

*

T

# -

*

'

,

"

-!T

'

!

.'

.

"

-

*

L#!!$

# -

*

'

.

"

!%

'










!

F

,

"

'',!!T!

.

"

''.-%

{
!

''*'



E)#,

"

!.

"

$在椭圆上!F

,

!

"

+

-

.

!

"

#)

'#!

则
#',!!T$

!

+

-

#'.-%$

!

#)

'# #

整理!得 #,!

!

'

T$

!

-

#.-

%

'

$

!

#)

+

'##

$

E点&的轨?关於直瞃,'# 对称!

F椭圆
$

的中心#

!

'

T!!

%

'

$在直瞃,'# 上!

F

!

'

T'#!T'

'

!

#

因此!点&的轨?方程
&

(#,!#$

!

-

#.-

%

'

$

!

#)

+

'##

0九1 从-构图解题展妙招. 入手&

如果问题的条件中数量关有明显的几何意义*或者用某种方式可与几何图形#体$

建立联!则可设法构造图形或几何体!将题设条件中的数量关直接在形#体$中实现!

用构造的图形#立体$寻找要求解6求证的结论#

构造图形法0构图法1 解题过程的模式是&

*例 #+ 已知 *6+67

&

正数!求证 *

!

-+槡
!

- +

!

-7槡
!

- 7

!

-*槡
!

O槡!#* -+-7$#

*分析+从槡!#* -+-7$来看!可以设想它是边长
&

* -+-

7的正方形的对角瞃#而 *

!

-+槡
!

6 +

!

-7槡
!

6 7

!

-*槡
! 可以分

$

看作以 *和+6+和767和 *

&

邻边的矩形的对角瞃#因此可在

以 * -+-7

&

边的正方形
%

寻找三个矩形的对角瞃与正方形对

角瞃间的关#

*证明+ 如图 + !#所示!以 * -+-7

&

边作正方形()0$!

在()上顺次截取(I'*6IU'+6U)'7#在($上顺次截取

(\'76\̂ '*6̂$'+!分
$

过I6U6\6̂ 作对边的垂瞃!垂足

'%*'



依次
&

I16U16\16̂1!这四条垂瞃有交点&6B6[6D!如图所示!则(0'槡!#* -+-7$!且(&

' *

!

-7槡
!

!&[' *

!

-+槡
!

![0' +

!

-7槡
!

#

因
&

(&-&[-[0O(0!

F *

!

-+槡
!

- +

!

-7槡
!

- 7

!

-*槡
!

O槡!#* -+-7$#

*盰+ 不难看出!利用几何图形性质来证明这不等式!既简便!又直观#

*例 !+ 已知 *6+

&

正数!求证槡*+4
* -+

!

4

*

!

-+

!

槡 !

#当 * '+时取等号$#

*分析一+若把
*

!

-+

!

槡 !

作
&

一条瞃段!则这条瞃段是以
* -+

!

和
* !+

!

&

两直角边的直

角三角形的斜边#

&

此!取瞃段&('*!?在&(上截取&)'+#若()的中点
&

R!则R&

'

* -+

!

!R('

* !+

!

!於是只要过R作&R的垂瞃!?在垂瞃上截取R0'R(!则得直角三角

形
"

&R0!且其斜边&0'

*

!

-+

!

槡 !

#在这种理解的基础上!再着眼於槡*+!不难猜测它是

从&点向以()

&

直径的圆的切瞃!这样就可以在这个图形中寻求解题的途径了#

*证法一+作瞃段&('*#在&(上截取&)'+#这 *

2

+!?不失一般性$#以()

&

直径作圆R!过R作半径R0

+

()!连结&0!再过点&作圆R的切瞃!得切点
&

$!则可推得&

&R'

* -+

!

!R0'R('

* !+

!

!&$' &(8槡 槡&)' *+#

&0' &R

!

-R0槡
!

'

* -+( )
!

!

-

* !+( )
!槡

!

'

*

!

-+

!

槡 !

!

根据三角形中大角对大边的定理!从图中可知

&$

4

&R

4

&0#

其中当(6)两点重合#即 * '+$时取等号#

故槡*+4
* -+

!

4

*

!

-+

!

槡 !

#

*分析二+ 观察结论中有
* -+

!

和槡*+!联想到直角三角形中!弦上的高的相关定理#可

以理解槡*+是以 *6+

&

勾影和股影#即勾6股在弦上的射影$的弦上的高!於是在这个直角

三角形中去探讨表示
*

!

-+

!

槡 !

的瞃段!估计通过所构造的图形

可以达到#

*证明二+ 以)0'* -+

&

直径作半圆R!在)0上取点$!

使)$'*!则$0'+#过$作)0的垂瞃交半圆於(!连结()6

'&*'



(0!则
"

()0是直角三角形!且($

&

弦上的高#於是

R('R)'R0'

* -+

!

!

($' )$8槡 槡$0' *+#

连结R(!由勾股定理可得&

R(

!

-R$槡
!

' ! LR(

!

!($槡
!

' !

* -+( )
!

!

槡
!*+'

*

!

-+

!

槡 !

#

从图上可知& R(

!

-R$槡
!

2

R(

2

($#当R6$重合即 * '+时取等号$#

故
*

!

-+

!

槡 !

2

* -+

!

2 槡*+!即槡*+4
* -+

!

4

*

!

-+

!

槡 !

#

*分析三+ 上面两种解法!构形後都从瞃段间的关来考虑#当然!也可以从面积的关

来构图#

*证明三+ 作等腰直角三角形
"

()0!使其斜边)0'* -+!在)0上截取)$'*!则

$0'+#过$作)0的垂瞃!交(0於I!交)(的延长瞃於U!则

$I'$0'+!$U')$'*#

是过I作)0的平行瞃交()於 C!交斜边上的高(\於 !̂过

C作 CH

+

)0於H!则IC '* !+#

於是 D

"

$)U

'

#

!

*

!

!D

"

0$I

'

#

!

+

!

#

D

"

()0

'

#

!

#* -+$8

* -+

!

'

* -+( )
!

!

#

D梯形)0IC

'

#

!

+#* !+$-#* -+$,8+'*+#

由於 D

"

$)U

-D

"

0$I

2

D

"

()0

2

D梯形)0IC

#当$6\重合时!即 * '+时!等式成立$!

F

*

!

-+

!

!

2

* -+( )
!

!

2

*+#

F

*

!

-+

!

槡 !

2

* -+

!

2 槡*+!即槡*+4
* -+

!

4

*

!

-+

!

槡 !

#

*盰+ 从上面三种解法可以看出!构图的设想来源於问题的结论#而几何图形最基本的

元素是点6瞃6面#体$!构形後可以通过点的位置6瞃段的关或面积#体积$的关等方面

来探讨如何解
3

具体问题#

0十1 从-构形求取极大极大0小1 值. 入手&

求极值的有些问题?非容易求解#但如果巧用构造图形後!便可以轻快地加解
3

#

*例 #+ 已知 *6+67均
&

正数#求.' ,

!

槡 -* - #7!,$

!

槡 -+的极小值#

')*'



*分析+ 这是一个相当麻烦的求极值问题!运用一般代数方法无疑要经历令人烦恼的

繁杂而又冗长的运算过程#

但是!由於所给条件 *6+67均
&

正数!?且函数关

式是两个都化
&

平方和的算术平方根之和的形式!

因此!使得利用两个直角三角形斜边之和的平面几何

途径解
3

这个问题成
&

可能#

*解+ 如图 #" !#!取()'7!作(0

+

()!取(0'

槡*!作)$反向垂直()!取 槡)$' +#

设(H ',!则H)'7!,#

在直角
"

(H0中!0H ' ,

!

槡 -*!

在直角
"

)H$中!$H ' #7!,$

!

槡 -+#

显然有.'0H-$H!即.表示H到06$距离之和*当06H6$三点在一直瞃时!H到

06$距离之和
&

最小!此时H应在H1处#

由
"

(0H1

5 "

)$H1!得
(H1

H1)

'

(0

)$

!即
,

7!,

'

槡

槡

*

+

#

解之!得,'

78槡*

槡 槡* - +

!?代入函数关式得&

.极小 '

*7

!

#槡 槡* - +$

!槡
-* -

+7

!

#槡 槡* - +$

!槡
-+#

*例 !+ 已知,

!

-.

!

!$,!).-!# '"!求 ,

!

-.槡
! 的极大值与极小值#

*分析+ 因
&

原点在圆外#圆心到原点的距离大於半径$#这个问题利用平面几何性质

极好解
3

#我们只须把原点和圆心连结起来?延长!此瞃与圆的两个交点即是圆上到原点

最大距离与最小距离的点了#分
$

算出它们的距离!问题即可解
3

#

当然!在算它们的距离时!我们只要求得原点到圆心的距离和圆的半径!切不可机械地

先去求直瞃与圆的交点!然後再用两点间的距离公式求解#具体解法如下&

*解+ 如图 #" !! 所示!E,

!

-.

!

!$,!).-!# '"!经配方得&

#,!%$

!

-#.!'$

!

'%#

这是圆心
&

0#%!'$!半径
&

['! 的圆#

E ,

!

-.槡
! 是圆周上的点到原点的距离!

F连R0?延长交圆於(6)#

E0点坐标
&

#%!'$!F ]R0]'&#

故]R(]'& !! ''!]R)]'& -! '*#

即 ,

!

-.槡
! 的极大值

&

*!极小值
&

'#

'**'



*盰+ 从此例不难看出'运用构形法'运用几何图形的性质'这个函数极值问题的解
*

是何等的轻快,

0十一1 从-解析方法助解题. 入手&

-以数助形. 方法多'-解析方法. 属典范#

*例 #+ 在等腰直角三角形()0中!&

&

斜边)0的中点!$

&

)0上任一点!$I

+

()!

$U

+

(0!I6U

&

垂足!则&I

+

&U#

*证明+坐标系的选取如图## !#!设等腰三角三角形的腰长
&

!*!则有)#!*!"$!0#"!

!*$#

E$U

+

(0!F

"

0U$也是等腰直角三角形!设它的腰长
&

+#

E$I

+

()!则](I]']U$]'+!](U]'](0]!]U0]'!* !+#

故有I#+!"$!U#"!!* !+$#

E&

&

)0的中点!F有&#*!*$#

E5

&I

'

*

* !+

!_

&U

'

* !#!* !+$

*

'

+!*

*

#

F5

&I

8_

&U

*

* !+

8

+!*

*

'!##

故&I

+

&U#

*例 !+($

& "

()0的中瞃!若()O(0!则
*

)($P

*

0($#

*证明+ 以$

&

原点!)0

&

,轴建立直角坐标系如图 ## !!!设(6)60各点坐标分
$&

#*!+$6#!7!"$6#7!"$6#*6+67均
&

正数$!则

5

()

'

+

* -7

!5

($

'

+

*

!5

(0

'

+

* !7

!

於是E;

*

)($'

5

($

!5

()

# -5

($

85

()

'

+7

*

!

-+

!

-*7

*

E;

*

0($'

5

(0

!5

($

# -5

(0

85

($

'

+7

*

!

-+

!

!*7

#

E()O(0!

F #* -7$

!

-+槡
!

O #* !7$

!

-+槡
!

!

F*7O!*7!*

!

-+

!

-*7O*

!

-+

!

!*7#

F

+7

*

!

-+

!

-*7

P

+7

*

!

-+

!

!*7

#

则E;

*

)($PE;

*

0($#

由於
*

)($与
*

0($都小於 #$"S!

故
*

)($P

*

0($#

'$*'



*例'+

"

()0一边)0延长至$!使0$')0!自)作)0的垂瞃与$(的延长瞃交於I!

若($''(I!问
"

()0是何种三角形7

*解+坐标系的选取如图## !'所示!设)!0的坐标分
$

&

)#"!"$!0#+!"$#

E0)')0!F有$#!+!"$!又设I的坐标
&

I#"!*$#

E($''(I!F由瞃段定比分点公式!可得(点的坐标&

((

,'

!+-' L"

# -'

'

+

!

!

.'

" -'*

# -'

'

'

%

{
*#

F有(#

+

!

!

'

%

*$#

F()

!

'

+

!

%

-

+

#)

*

!

!(0

!

'

+

!

%

-

+

#)

*

!

!

+

!

')0

!

#

故()

!

'(0

!

!即()'(0

!

)0#

F

"

()0是等腰三角形#

*例 %+ 如图 ## !%!&是正方形()0$

%

一点!&('&!&)'$!&0'#'#求正方形

()0$的面积#

*思路+ 显然本例即要求正方形的一边长#题中给出了若干瞃段长!若设正方形的边长

&

*!则 *要借助这些瞃段长来求出#

&

此!可借助这些瞃段长建立有关 *的方程来求#显

然可由解析法入手#

*解+如图!以点)

&

原点!)方向
&

,轴正方向建立直角坐标系#设(的坐标
&

(#*!R$!

则0的坐标
&

0#R!*$6$的坐标
&

$#*!*$#又设&的坐标
&

&#,!.$!则由&('&!得

((((#,!*$

!

-.

!

'&

!

*

$

由&)'$!得

((((,

!

-.

!

'$

!

*

%

由&0'#'!得

((((,

!

-#.!*$

!

'#'

!

#

&

将
%

与
$

6

&

联立分
$

得

((((,'

*

!

-'+

!*

!.'

*

!

!#"&

!*

#

再代入
%

!得

((((#

*

!

-'+

!*

$

!

-#

*

!

!#"&

!*

$

!

'$

!

#

解得((*

!

'#&' 或 *

!

'%##

'+*'



因
&

(0O&0!所以槡!* O#'!则 *

!

O$%#&#

所以 *

!

'#&'!即正方形()0$面积
&

*

!

'#&'#

0十二1 从-三角方法巧解题. 入手&

把几何论证题或计算题转化
&

三角问题!可使得思路明确!易於入手#-几何'三角. 相

结合'-三角方法. 易解题#

*例 #+ 如图 #! !# 所示!

"

()0中!()O(0!0U6)I分
$

是()和(0上的高#

*求证+()-0U

2

(0-)I#

*思路+ 三角形中边的不等关的问题!往往是较难解答的 #本题中待证不等式中的

四条瞃段一时难以归入某个三角形中处理!用几何方法就更显困难 #

注意到)I60U是高!故有)I'()9=4(60U'(09=4(#则待证不等式即
&

()-(09=4(

2

(0-()9=4(!也即()## !9=4($

2

(0## !9=4($#

显然由9=4(的有界性#即]9=4(]

4

#$容易证得这一结果!从而原不等式可证#

*证明+如图#! !#!因
&

)I60U分
$

是
"

()0的高!所以在[E

"

()I中!)I'()9=4(!

在
"

(0U中!0U'(09=4(#

又因
& *

(是
"

()0的
%

角!

所以("

4

9=4(

4

##

因
&

()O(0!所以()!(0O"#

所以 ()!(0

2

#()!(0$9=4(#

即 ()!(0

2

()9=4(!(09=4(#

也即 ()-(09=4(

2

(0-()9=4(#

故 ()-0U

2

(0-)I#

*例 !+ 试证明&三角形的各边中点!各顶点引对边垂瞃的垂足及各顶点与垂心连结瞃

段的中点!这九个点在一个圆上#

*分析+ 如图 #! !!!可分成下面三组!分
$

证明各组中的六点共圆#

由(&8(U'($8(2'(I8([!证明U6&6$626I6[共圆*由

)U8)&')I8)3')$8)B!证明U6&6I636$6B共圆!再由0$

80B'0U80J'0I80[!证明B6$6I6U6[6J共圆#最後再证这

三个圆重合#

*证明+ 设
"

()0的外接圆半径
&

[!则由[E

"

(

(&8(U'

#

!

()8(087?9('

#

!

+77?9(#

据正弦定理!知

'"$'



+

9=4)

'

7

9=40

'![!

则 +'![9=4)!7'![9=40#

F (&8(U'![

!

87?9(89=4)89=40(((

$

同理由[E

"

(I)!得

(I8(['()87?9(8

#

!

(0'

#

!

+787?9(#

F (I8(['![

!

87?9(89=4)89=40(((

%

又由[E

"

($)!得

($8(2'

#

!

($8(̂ '

#

!

089=4)8(̂ #

而
*

U(̂ '+"S!

*

()$!

由[E

"

(Û !知

(U'(̂ 87?9

*

U(̂ '(̂ 87?9#+"S!

*

()$$'(̂ 89=4)#

由[E

"

(0U!知

(U'(087?9

*

0(U'+87?9(!

F(̂ '

(U

9=4)

'

+87?9(

9=4)

#

F($8(2'

#

!

($8(̂ '

#

!

789=4)8

+87?9(

9=4)

'

#

!

L![9=40L![9=4)87?9(

'![

!

7?9(89=4)89=40#((((

&

由
$

6

%

6

&

!知

(&8(U'(I8(['($8(2

故U6&6I6[6$62六点共圆#

同理U6&6$6B6I63及$6B6I6[6U6J六点也共圆#

由於这三个圆中!任意两个圆各有三个公共点!根据三点确定圆的定理!可知这三个圆

重合#因此这九代上点同在一个圆上#

*盰+ 这个圆叫作三角形的九点圆0或称欧拉圆1##+ 世纪初叶被发现後!百年间人们

对它研究很盛行#三角形的九点圆与三角形的
+

切圆
+

切'?与三个旁切圆外切'这是平面

几何学最著名的定理之一'它是费尔巴哈0U8/8:+*7>' #$""(#$'%1 於 #$!! 年首先发现的#

0十三1 从-归纳猜想探结论. 入手&

有的数学问题的结论要靠我们用数学方法去推出#归纳!猜想是对事物发展进程做出

预测性的一种思维活动#合理的猜想可以发现解题的有效途径#大胆猜想!细心求证!有希

'#$'



望得出正确的结论#归纳猜想!严格论证的过程将有助於培养学生思维的主动性#

*例 #+ 计算 %%-{ %
4个

$$-{$+
4槡 个

#

*解+ 当 4 '# 时!槡%+ '*!

当 4 '! 时!槡%%$+ ')*!

当 4 '' 时!槡%%%$$+ '))*!

--

进而猜想!本题的结论可能是 )))-{ )*
4个

事实上! %%-{ %
4个

$$-{$+
4槡 个

' %%-{ %
4个

L#"

4

-! L%%-{ %
4个

-

槡
#

' %%-{ %
4个

L#++-{ +
4个

-#$-! L%%-{ %
4个

-

槡
#

' % L+ L###-{ #
4个

$

!

-' L%%-{ %
4个

-

槡
#

' +) L###-{ #
4个

$,

!

-! L) L###-{ #
4个

$L# -#

槡
!

' +) L###-{ #
4个

$-#,

槡
!

') L###-{ #
4个

$-#

')))-{ )*
4个

#

*例 !+ 证明数列 #!!##!!!###'''!-的每一项都是相邻两个整数之积#

*证明+ #! '' L%!

##!! ''' L'%!

###!!! '''' L''%#

我们猜想

##-{ #
4个

!!-{ !
4个

'''-{ '
4个

L#''-{ '
4个

-#$#

下面证明这个猜想的正确性&

*

4

'##-{ #
4个

!!-{ !
4个

'##-{ #
4个

L#"

4

-! L##-{ #
4个

'##-{ #
4个

L##"

4

-!$#

令T'##-{ #
4个

!则 #"

4

-! '++-{ +
4个

-' '+T-'#

所以 *

4

'T#+T-'$''T#'T-#$'' L##-# L#' L##-# -#$

'''-{ '
4个

L#''-{ '
4个

-#$#

*例 !+ 所写的猜想过程可以略去!因
&

题目已明确提出所要证明的结论!但我们还是

写下-试验(((归纳(((猜想. 这三步!目的是让我们学会这种归纳推理的思考方法!*例

'!$'



#+ 和*例 !+ 之证明用的是演绎法#

0十四1 从-几何变
'

显神通. 入手&

几何变
*

包括平移!旋转!#轴$对称它们都属於合同变
*

#

巧用平移!旋转!和#轴$对称方法解几何题是一种好方法#-几何变
'

. 显神通'-几何

问题. 难变易,

*例 #+#几何变之平移法$在
"

()0中!()'(0!延长()到$!使)$'()!I是()的

中点#

+求证,0$'!0I#

*证法一+ 作)U

6

(0!交(0延长瞃於U#图 #% !#$#

EI是()的中点!FI0'

#

!

)U#

F)U'!0I且(0'0U#

而(0'()')$!

F)$'0U且
*

()0'

*

(0)#

F

*

$)0'

*

U0)#

又)0')0!

F

"

)$0

7 "

U0)!

F0$')U

则0$'!0I#

*评盰+ 本题属瞃段倍分问题!证明所用的是-加倍法.#欲证一条瞃段是另一条的两

倍!可先将短的瞃段加倍!然後证明加倍後得到的瞃段和长的瞃段相等#

*证法二+ 取0$的中点H!连结)H#图 #% !!$#

E()')$!

F)H

6

(0!F

*

(0)'

*

!#

且)H '

#

!

(0'

#

!

()')I#

E()'(0!F

*

(0)'

*

##

F

*

# '

*

!!

又)0')0!

F

"

)H0

7 "

)I0#

F0H '0I!则0$'!0I#

*评盰+这用的是-折半法.#欲证一条瞃段是另一条瞃段的两倍!可先将长的瞃段折

半!然後证明折半後的瞃段和短的瞃段相等#

''$'



*例!+(!)两镇位於河的两岸#如图#% !'$#

规定河宽
&

定值!要在河上垂直於河岸<

#

及<

!

的

河宽上建造一座桥!问桥应修在什
2

地方!才能使

得由(经过桥到达)的路程最短7

*解+ 如图!作)\

+

<

#

!且使)\'%#等於河

宽$#连结(\交<

!

於0点#再作0$

+

<

#

於$!连

结)$#则0$

&

桥的位置!此时路瞃 (0$)

&

最

短#

*证明+ 设桥架於 0$处!$60两点分
$

在桥

的两岸<

#

和<

!

上!则0$

+

<

#

!0$

+

<

!

!且)$0\

&

平行四边形!)$'\0!)\'$0#长度

&

桥宽$#

再设$

#

!0

#

两点!分
$

在桥的两岸<

#

和<

!

上!且0

#

$

#

+

<

#

!0

#

$

#

+

<

!

!今连结0

#

\!$

#

)!

则)\0

#

$

#

也
&

平行四边形!)$

#

'\0

#

!

连结(0

#

!则有

)$

#

-$

#

0

#

-0

#

('\0

#

-)\-0

#

('\0

#

-0

#

(-)\

O\(-)\'\0-0(-)\')$-0(-$0'$$-$0-0(#

F路瞃(0$)比路瞃(0

#

$

#

)

&

短!

故路瞃(0$)

&

所求#也即0$是符合题意之架桥位置#

*例 '+#几何变
*

之旋转法$已知&

&

正三角形
"

()0

%

的一点!且&(''!&)'%!

&0'&!求三角形
"

()0的边长2之值#

*解+ 如图 #% !% 所示!把正三角形
"

&()绕 )旋转到

"

&

#

0)的位置!连&&

#

!

则
*

&)&

#

')"S!且&

#

)'&)'%!

F

"

&)&

#

&

正三角形!

从而&&

#

'%!

*

)&&

#

')"S!

而&

#

0'&(''!且&0'&#

F

"

&&

#

0

&

[E

"

!

*

)&

#

0'

*

)&

#

&-

*

&&

#

0')"S-

+"S'#&"S#

F)0

!

'&

#

)

!

-&

#

0

!

!!&

#

)L&

#

0L7?9#&"S'%

!

-'

!

!! L% L' L7?9#&"S'!& -

槡#! '#

F)0' !& - 槡槡 #! '!即,' !& - 槡槡 #! '#

*例 %+ 已知&如图 #% !&!边长
&

#的正方形IUR̂ 绕着与它边长相等的正方形()0$

的对角瞃交点R!旋转任意角度!求图中两正方形重砯部分)BR[的面积#

'%$'



*解+今把正方形IUR̂ 绕正方形()0$的交角瞃

交点R#旋转至 H̀ R&的位置!则正方形 IUR̂ 之边

\̂ 合於正方形 H̀ R&的边 R&上!UR合於正方形

H̀ R&的边 R̀ 上#

由此!可知
"

R)B

7 "

R([#(#(#D$!

则 D四边形)BR[

'D

"

()R

'

#

%

L# '

#

%

#

0十五1 从-以退
&

求进破僵局. 入手&

华罗庚教授曾告诉我们!-善於5退6'足
,

地5退6'5退6到最原始而不失去重要性的地

方'是学好数学的一个诀窍#. 又云!-先足
,

地退到我们最容易看清楚的地方'认透了'钻

深了'然後再上去#. 这就是以退求进的解题思想#

当我们在探求某些数学问题的解法时!碰到一些疑惑费解或难於入手的困难!不妨把

杂的问题退到较
&

简单易解的地步!从中找出能反映问题本质属性的东西!或获得答案!

或
9

生解题灵感!以达到认识上的飞跃!使原问题化难
&

易而获解#这种-以退求进. 的思

想是我们解证数学问题时的唯物辩证思想的一种体现#

-以退求进. 探思路!-解题步伐. 健而稳#

-以退求进. 的解题目方法包括&

0一1 从抽象退到具体2

0二1 从一般退到特殊2

0三1 从多元0项1 退到少元0项12

0四1 从高维退到低维2

0五1 从整体退到局部等等&

*例 #+若 4

&

大於!的整数!则对任意直角三角形!*6+

&

直角边!7

&

斜边!则 *

4

-+

4

P7

4

#

*证明+ 在直角三角形中!7O*!7O+!且 *

!

-+

!

'7

!

*又 4 O!!

从而有7

4!!

O*

4!!

!7

4!!

O+

4!!

!

F7

4

'7

!

87

4!!

'#*

!

-+

!

$87

4!!

'*

!

87

4!!

-+

!
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*解+ 配方!得椭圆的标准方程
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可知其中心轨?
&

直瞃.'!,!故与该直瞃平行的直瞃在这些椭圆上截得的瞃段都相

等#

设所求的直瞃
&

.'!,-+!依题设要求!椭圆系中的每一椭圆在直瞃.'!,-+上截

得的弦长都
&

槡& &
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!不妨取其中的一个特殊位置的椭圆!其中心在原点#即T '"$!方程
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故所求直瞃方程
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*盰+ 这是将椭圆系中的图形特殊化!在取特殊位置时既不失一般性!又便於计算#

*例 '+ 函数@#,$的定义域关於原点对称!且满足以下条件&

$

,

#

!,

!

是@#,$定义域中的数!且

@#,
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@#,

!

$@#,
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$-#

@#,

!

$!@#,
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%

@#*$'##* O"$*

&

当 " P,P!*时!@#,$O"#

##$判定@#,$的奇偶性*

#!$判定@#,$是否是周期函数!若是周期函数!求出周期 #

##+$) 年上海市高中数学竞赛试题$#
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*分析+ 由条件
$

容易联想到两角差的馀切公式

7E;#

'

!

+

$'

7E;

'

7E;

+

-#
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'#!猜想* '

%

%

#不难发现题设条件类似馀切函数的运算法则和性质!故可将

题中的函数从抽象退到具体了!0退1

&

@#,$'7E;,!由此猜想此题中的结论#

##$@#,$

&

奇函数!

#!$.'7E;,的盷期
& %
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%

!猜想@#,$
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*盰+ 在构造具体模型时一定要注意不要改变问题的实质性条件#

在解题过程中!将抽象问题退到具体问题!仅有利於
A

迪思维!找到抽象问题的具体模

型#但在具体解题过程中仍应就其抽象性进行严格论证#

关於用-以退求进. 的解题方法解题的其他典型例题!可参
0

郑志民6邓海棠编著之

"薪火相传育英才#&#$* 至&#+) 各相关例题#

参考资料!

!#" 郑志民,邓海棠编著%#薪火相传育英才$&中国社会科学出版社&!"#* 年 #! 月版'

!!" 成松柳编著%#观察的方法$&湖南人民出版社&!""! 年 ' 月出版'

!'" 申建春编著%#发现的方法$&湖南出版社 !""! 年 ' 月版'

!%" 赵雄辉编著%#证明的方法$&湖南出版社 !""! 年 ' 月版'

'*$'



澳门培正中学小学部数学教改的跟?研究

汪甄南 邵 敏

一8概癋

#8学校

一八八九年!培正学校创办於广州!是中国第一所由华人基督徒开办的新型学校"一

九三八年一月!

&

逃避战乱!学校由广州迁澳!是澳门培正中学之始"培正於战乱之中弦歌

不辍!实有赖澳校的维持"战後澳校设办小学!於一九四七年重办初中!一九五三年开办高

中!澳门培正中学遂成
&

一所完整的非牟利私立中学"一百三十年来!历尽艰辛!校务日

G

!不断发展"

该校秉承2至善至正3的校训!坚持2德智体群美灵!六育均衡发展3的教育目标!积极

贯彻2提高教学质量!改善学习环境!保持严谨校风3的办学方针"历年蒙神的眷顾!政府的

关怀!家长6校友以及社会人士的支持!全校师生的努力合作!校务迅速发展"

2十年树木!百年树人3!拥有近一百三十年历史的培正中学!是一所兼具中国传统严谨

治学态度及西方自由开放探究精神的学校"澳门培正中学向来秉承2至善至正3的校训!以

培养培正人追求2至善至正3

&

办学目标"以2提高教学质量!改善学习环境!保持严谨校

风3

&

办学方针!重视落实学生以德
&

先的教育理念"同时该校著重学生在德6智6体6群6

美6灵六育之均衡发展!透过各项活动的开展!保障学生在各教育阶段获得多元6均衡且完

整的学习经验"期望培养有爱心6有责任感6有国际视野6有批判性思维6有竞
;

力6综合素

质良好的爱国爱澳青少年"

该校向来传承优良传统!植根过去!立足现在!放眼未来!发挥具时代特色的教育策略!

确立学校可持续发展6与时?进的理念"面对瞬息万变的社会变化!该校一直配合特区政

府对教育的发展方向!按照提高品质6育人
&

本6促进公平的方针!肩负起培养优秀人才的

社会责任!不断完善硬件和软件的教育项目!努力优化办学条件!完善教师的专业素养!全

面关顾学生的心智与健康需要!务求
&

学生提供适合个人身心发展的平台!使其发挥所长!

提升整体素质和竞
;

能力"该校
&

一条龙学校!历年来得到政府6家长6校友以及社会人士

对教学理念的支持和信任"在全校师生的努力合作下!校务迅速发展"

!8班级'学生

该校包括幼稚园6小学及中学部!学制上!幼稚园实施三年制6小学六年制及初6高中各

'$$'



三年制"!"#+ 年度幼稚园三个年级!每个年级四个班!每班四十二位学生!共 &"% 位学生*

小学六个年级!每个年级五个班!每个班四十馀位学生!共 #!)" 位学生*中学六个年级!初

一初二各六个班!初三至高三每个年级五个班!共 #')! 位学生!全校学生人数 '#!) 位"

'8教师队伍

教职员逾三百位!其中小学教师有一百位左右!小学数学教师从 !"#$ 年度的 #* 位增

加到 !"#+ 年度的 !! 位!学校在小学数学教学改革上的人力资源投入也是有目共睹的"

二8教改历程

#8简述回归前後的数学教学

近 &"" 年来!澳门是中西文化交流
H

补!多元文化共存的社会结晶"澳门已成
&

近代

中西文化接触最早6最多6最重要的地方"

澳门的教育从开埠到现在!都存在著0官校1#由政府所办的学校$和0私校1#各类私人

或社团性质的学校$之分!这
&

澳门不同阶层的家长提供具有不同教育要求的选择"#+++

年之前!澳门尚未回归祖国!学校教育是在葡萄牙政府的教育司管治之下!学校教育一般都

是各自
&

政!从小学数学学科的教学情癋来看!其教材一般都用香港或台湾出版的教材!教

学方法也极其传统!一般都是以教师讲解
&

主的注入式教学方式!存在更
&

突出的情癋是

8

有教研活动!老师之间各教各的书!各上各的课!学校之间或者本校同事之间基本
8

有

0观课1活动!谁都不会主动让其他老师来观课或拒
I

其他老师来听自己上课"回归之後!

在教青局和学校领导的积极鼓励之下!在国
%

同行和政府部门的大力支持之下!培正的老

师走遍和访问了国
%

的先进学校!学习了优秀的教学方法!大大地充实和提高了教师们的

教学素养和数学功底"

4教育制度纲要法5是澳门政府历史上在教育领域制订的第一部纲领性文件!培正中学

的小学数学教改!是在老师们积极学习文件精神!明确小学数学教育的指导思想是&0致力

於培养有能力面向世界未来的各种人材!以迎接日趋紧密的全球联所带来的挑战和机

遇!全面提升其科学人文素养!使真正具有创新精神!批判意识!可持续发展观念及实践能

力--1结合培正小学老师和学生具有较
B

的活动能力和创新意识!在小学数学教改过程

中!在学校领导的有力带领下!向学生们提供了丰富多彩的校
%

和校外活动!使教改呈现出

长足发展的势头!?在各项活动中取了优?的成绩"

!8学习-小学数学基本学力要求.'拓展改革思路

澳门0小学数学基本学力要求1#以下简称0学力要求1$是特区政府教育暨青年局在

!"#' 年向全澳门正式颁布的教学法规!它类似於
%

地的学科教学大纲!0学力要求1向老师

们指明了小学数学教学的目标和方向"特
$

是在0基本理念1方面!提出了&0小学数学是一

'+$'



门具备基础性和实用性的科目!其课程
%

容应兼顾学科基础和时代发展需要!通过0数与运

算160图形与空间160度量与应用160数据统计与概率160代数初步知识1五个范畴的学

习!让学生获得所需的知识和技能!?能应用到日常生活中!在教学过程中!重视发展学生

的思维能力6计算能力6空间想像能力!初步发展学生逻辑思维能力6归纳演绎能力!使学生

懂得欣赏数学!建立学习数学的信心及积极向上的价值观!

&

其终身学习奠定基础"1

有了0学力要求1的提出!老师们对数学教学有了明确的目标!他们不仅仅落实好数学

基础知识的教学!同时认真做好寓教育於教学之中!例如把教学与澳门的发展相结合!使小

朋友们知道!长大了要
&

建设澳门好好学习"

'8新思维数学教材的选用

澳门使用的是0多元化1办学体制!在0尊重学校教学自主1的前提下!学校和老师们研

究
3

定!要改变学生教材的使用!否则将会影响0基本学力要求1的落实!因
&

之前学生所用

的数学教材一般都是由香港专家所编写的!其
%

容基本是以香港社会背景
&

主选!以香港

学生
&

对象!所以无论在教育6学情6环境6经济6商贸都与澳门有一定的差?"

从 !"#& 年 + 月起!培正的老师们
3

定选用由澳门学者编写的.新思维数学/教材!要确

定改用新教材!对老师们来
(

困难很大!因
&

他们必须放下已教了多年的6甚
&

熟悉的旧教

材!在工作十分繁忙的情癋下!毫无怨言地再去研究新教材!这是一种多
2

难能可贵的优秀

的教育素养!教材的改变使他们迈出的步伐是艰辛的!但是培正的老师做到了!?且在教学

效果上!取得了可喜的成果"

.新思维数学/教材的特色是&既适合澳门社会的生活特色!又完全符合特区政府所提

出的0小学数学基本学力要求1!其最大亮点是对学生极
&

重视0数学思维能力的培养1!同

时著眼於使学生学会运用数学的思维方法去分析问题和解
3

问题"

更重要的是!0新思维数学1教材重视对学生进行爱国主义教育!在六年级上学期施教

0简易测量1

%

容中!教材特
$

安排了五星红旗的升旗情境!充分体现澳门是中华人民共和

国不可分割的一部分!让培正小朋友知道五星红旗是我们的国旗"

%8学先进'改教法'提兴趣'助解难

澳门在回归之後!在教育领域掀起了去
%

地学校或去香港!台湾!新加坡等地的参观交

流活动!培正学校也积极努力地组织教师赴
%

地先进学校参观交流!老师们不但看到了许

多十分优秀的课例!同时也学到了不同流派的先进的教学理念和方法"

0#1从-满堂灌.到
#

发式教学

0满堂灌1是澳门教育史上存在历史最久的一种教学模式!这是一种上课完全由教师讲

解的一种教学方式或者
(

老师在课堂上只是向学生讲述灌输!不会注意调动学生的思维和

学习自觉性的一种教学方法!我们通常也称之
&

0填鸭式1教学方法"在这样的学习环境

下!学生只能被动地接受知识!它带来的後果只会是严重影响学生融会贯通地掌握知识和

'"+'



影响他们提高发现问题和分析问题6解
3

问题的能力"不少澳门老师很自信自己的讲课能

力!而且整堂课都会滔滔不
I

地向学生灌输"通过学习交流!不少培正老师学到了上课必

须给学生多留时间!要给学生有思考的空间!把0课堂留给学生1和0以学生
&

主体1的教学

理念!是老师们通过交流学习的最大收获"

通过交流学习!老师们学到了0

A

发式1教学!知道在教学过程中!应该从学生实际出

发!?用多种方式!以
A

发学生的思维能力!调动学生的学习积极性与主动性!从而能更好

地完成学习任务"

0!1从-愉快教学.到-活动教学.

在应用
A

发式教学取得了较好的教学效果之後!老师们又从香港6新加坡等地学习了

更
&

贴近澳门学子的教学方法!因
&

澳门的学生他们活泼好动!不但有较
B

的活动能力!而

且善於发问!善於探究"而0愉快教学1是0调动1学生
%

在的学习动力!变0要我学1

&

0我

要学1!0教1与0学1是老师和学生的双边活动!所以0调1是教师的0教1起主导作用!而0学

生
%

在的动力1是指0学生的学1是起0主体1作用"老师们掌握了0主导1和0主体1在教学

过程中的真正互动关!正确发挥了0愉快教学1的有效作用"改变了0传统教学1!使学生

在发挥情感过程中!激发了他们的求知欲"

除了0愉快教学1!老师们也喜欢应用活动教学上课!大家知道!

8

有爱就
8

有教育!有

了爱!才会有兴趣*有了兴趣!才会有动力*有了动力!才会促成飞跃"虽然0教无定法1!但

在课堂教学上想达到理想效果!一般都会用?戏形式来营造课堂情境"例如!老师们在教

分数概念的时候都会用一个分蛋糕的活动!来吸引学生的兴趣!有这样一个愉
J

6轻6活

泼的课堂氛围!就能更好地调节师生情绪?迸发思维火花!0活动1能最大限度地激发学生

睶能!圆满地完成教学目的"所设计符合教学要求的各种活动是0活动教学1的基本要求"

0'1-尝试教学.的真谛是什
)

/

在 !""* 年之後!培正老师第一次接触到0尝试教学法1!那时澳门尚未开始应用!但在

国
%

已轰轰烈烈开展了0尝试教学法1的推广和研究活动!大家对这一全新的教学方法甚感

兴趣!後来有的老师在澳门大学教育学院学习时!听到汪甄南老师在讲课中积极推荐0尝试

教学法1!从而引起老师们的广泛关注!?在教学实践中加以研究"

尝试教学法以0先练後讲1的教学模式!可以
(

巅覆了几个世纪以来澳门传统的0先讲

後练1的教学模式!现在老师们最熟悉的一句教学用语是&0试吓先#先试下$1!培正的老师

也纷纷以新的教学方法去备课和设计教案!?以小组形式k安排学生课堂座位!目前已普及

全澳门的小学!0小组讨论1从培正开始!目前已成
&

澳门小学数学课堂教学中的一大亮点!

这是0尝试教学法1在澳门普及最具特色的标?之一"

0%1电子化教学新尝试

小学数学0电子化1教学!是培正中学小学部在数学教改过程中另一大亮点"近年来!

该校有序地进行课程改革!从 !""+ 年开始筹备进行新一轮的教学改革!引进了 >=C:;;平台

推动电子学习!在筹备过程中校领导们付出了很大的心力!首先要向全校家长进行宣传讲

'#+'



解!希望能与家长有效沟通!得到家长的理解*然後需要向老师们介绍!同时进行培训!让老

师们的课堂能更有效"到 !"#' 年小学数学老师们开始使用 5<7>OC>;;<B 进行课堂教学!培

养学生自主学习能力"!"#% 年学校
&

了让学生们能更好地利用小平板电脑#A,:?$学习!开

始在小学推行IgJM#IOABQg<@OJ7B M>RA=>$!一人一机!更加提高了运用电子学习的效

率!改善了在借机还机时间上的支出"

以下是近三年各年级使用电子学习次数的统计&

年级 !"#) K!"#* !"#* K!"#$ !"#$ K!"#+

小一 %* ##% !%)

小二 #"+ !%$ %'$

小三 ##$ '*& &*$

小四 #&' %") ))$

小五 )' )'$ )+#

小六 &+ !*$ &*)

总数 &%+ !"&+ '#+*

在各级使用电子学习次数统计中可以发现!使用电子学习的次数是每年在递增!!"#*

年度比 !"#) 年度增加了约 !8$ 倍!而 !"#$ 年度比 !"#) 年度增加了约 %8$ 倍!可见无论是

学生还是老师都越来越乐於使用电子学习"而数学科 !"#$ 年度使用电子学习的次数达到

了 #"*& 次!约?所有科目的 '%^"

根据 !"#$ 年度全级全年使用电子功能次数统计&课前预习的观看短片功能 !') 次!课

前预习的自学简报
%

容 *+ 次!翻转频道 ##% 次!教学
%

容#影片$#*) 次!教学
%

容#网页$

+% 次!教学
%

容#简报$'#) 次!讨论#

#

音$#)& 次!讨论#

#

影$&! 次!讨论#拍照$#++ 次!讨

论#文字$!!) 次!上载课文6练习 #'' 次!开放性问题 #$$ 次!练习测验 !++ 次!答题纸 &*

次!l

!

+# 次!5<7>O5:?功能 $) 次!投票 ##" 次!评估工具 '*# 次!/55;功能 )) 次"可知评

估工具使用最多!通过评估工具老师可以更快速地了解学生上课学习的成效*其次是教学

%

容#简报$使用比较多!用简报展示学习
%

容能让学生更直观了解学习
%

容*然後是练习

测验!在数学课堂上学习完成後都需要进行练习或小测验!以便老师及时纠正学生的错误*

课前预习使用相对也挺多的!因
&

在课堂之前做好预习工作能让课堂效率得以提高"

&8用电子化手段进行教学

在该校引入的电子学习平台的 5<7>OC>;;<B中有影片!教学
%

容!网页!讨论!开放式问

题!练习测验!5<7>O5:?!答案纸!翻转频道!l! 等功能!老师们会在课前播放一些与教学
%

容有关的片段!还有一些小问题让学生解答!这样学生可以提前在家进行预习!上课时能心

中有数!老师也能通过学生的回答提前了解学生预习的情癋!提高学习效率*在课中会进行

一些小探究!让学生分组进行讨论研究!开动脑子进入学习状态!当学生把探究成果放上平

'!+'



台的时候!老师和其他同学都能进行及时评价!让学生有被关注的幸福感*在课後老师会有

一些延伸的
%

容!让学生回家能继续巩固课堂所学"对於个
$

上课还
8

完全明白的学生可

以回家将课堂的学习程序再自己学习一遍!将知识学得更牢固!而老师们也能及时跟进学

生课後的学习状癋"

在 !"#+ 年 % 月 #% 日!澳门培正中学小学数学邵敏老师应主办单位#中国管理科学研

究院培训部!常州大学尝试教育科学研究院!北京睿师育人教育科技研究院$的邀请参加了

4全国首
!

小学数学名师新时代课堂观摩研讨会暨著名教育家邱学华数学思想研讨会5的

示范课展示"课题
&

4圆的认识5"这堂课首先让学生分成若干小组进行小组讨论!互相帮

助!发挥小组学习的优势!将小平板电脑#A,:?$巧妙运用到课堂中!让学生学得轻!玩得

愉快!在课堂中让学生选择性地使用一些工具#食品盒!绳子!三角尺!直尺$!运用小组合作

的模式让学生量度圆柱体底面直径!让学生人人都能动手试一试!动脑想一想!同时在学生

不确定的时候!随机把一段测量视频借助A,:?直观地呈现出来!学生可以在自己的A,:? 上

进行观看"当学生受到
A

发时!再让学生运用
#

音功能进行配音?戏!可以多次尝试在小

组完成!然後再向全体同学展示!这个环节充分激发了孩子们的兴趣!让他们在思考中进行

合作学习!而A,:?的应用让孩子们更大胆地表现自己"接著在下一个阶段让孩子们利用摄

影功能进行量度过程的拍摄!

&

胆小的孩子们提供了一个敢於尝试的机会!而孩子们也
8

有让老师失望!做影片的时候很认真仔细投入"最後!在孩子们都掌握了度量方法後进行

了一场大比拼!让孩子们以小组
&

单位以全场
&

范围找物件进行量度!这是个教育学生互

相帮助!待人接物要有礼的好机会"於是这堂课在一片欢声笑语中圆满结束"

该校亦积极
&

学生创建平台!透过区域合作6国际评估!以科学检视方法来收集及分析

大数据!开展适才教学及分层学习!

&

不同睶能的学生提供多元化课程"!"#$ 年在小学数

学教学中引进了编程的课程!!"#+ 年在小学数学教学中又落实了 /-课程!勇於创新!培养

学生综合能力!坚持育人
&

本"更积极落实个性化分层教学!因材施教"透过开展多元化的

课程!发展具校本特色的小班教学!发掘学生睶能!从而提升学生整体素质?
4

少水平差?"

)8参观交流'学习展示

&

促进学校与其他地区的教育互动!该校与以下学校签订了合作协议成
&

友好学校&

#按笔划排序$四川省绵阳南山中学!北海?第二实验学校!江苏南京金陵小学!江苏常州武

进区实验小学!青岛银海教育集团!珠海市第一中学!深圳南山实验教育集团!国家教育行

政学院附属实验学校!葡萄牙里斯本?拉兰热拉斯区学校联会!江苏省常州高级中学!南通

?通州区育才中学!清华大学附属小学!ZACCA:9e>;;@5 YBAR>O;A4D!Y./!/?=<4>.=3<<CN<O

VAOC;!Yb!1D??>C4<B S<CC>Q>!Yb!上海?光明中学!上海?建平中学西校!上海?浦东新区

竹园小学!上海西南位育中学!广东仲元中学!广东广雅中学!惠州市惠阳区实验小学"

校方鼓励教职员业馀进修!参加教学研讨!又经常邀请专家学者来校
&

教师作专题讲

座*不少国
%

外教育团体?校参观访问!座谈交流!均具有
A

发和促进作用"

''+'



提高教师质素!建立与时代同步的教师队伍!是保证教学质量重要的一环"学校多次

组织老师们出外参观交流!包括&北京!上海!南京!广州!深圳!惠州!河南洛阳!香港!新加

坡!日本等地"同时亦有许多国家地区的学校6团体前去该校参观访问!有广州市加拿大国

际教育机构!妇联学校来访#小三数学课展示$!江苏省通州育才中学!四川绵阳南山中学!

日本名古屋大学!英国中学!T<O437>;4S3OA;4A:B YBAR>O;A4D!Y./!YBAR>O;A4D<NV@>C53!S:B:L

?:!台北市立成渊高中!广州培正!深圳南山实验教育集团!江门市景贤中学来访!0第十四

!

亚太资优教育大会1专家考察团!德国e:=X<;YBAR>O;A4D!

%

地优秀教师!香港南丫北段公

立小学!葡国科英布拉大学!圣保罗男女中学附属小学!香港迦密圣道中学等"

三8在落实基础教学的同时积极开展竞赛数学的培训

#8在学校领导的大力支持下' 积极开办
-

林匹克数学训练班

,

数包涵了发散思维6收敛思维6

*

元思维6反向思维6逆向思维6逻辑思维6空间思维6

立体思维等等二十几种思维方式!

+

所盷知!思维能力是一个孩子的智力的核心!如果一个

孩子在小学阶段!思维能力得到了充分的锻?!就能
6

快速有效6全面提高孩子的智商*学

习
,

数可以促进学生在校成绩的全面提高!培养学生良好的四位习惯!使学生获得心理上

的优势!培养自信!有利於学生智力的开发!数学是理科的基础!学习
,

数对於学生进入初

中後的学习物理化学都非常有好处"学习
,

数还能发展孩子的情商"

,

数题基本上都是

比书上的知识有所提高的
%

容!当孩子在做题的过程中遇到困难!想办法战胜它时!那种来

自
%

心深处的喜
J

是其他人无法体会的"在学习6比赛中!有失败6有成功!让孩子从小就

明白&不经历风雨怎能见彩虹的道理!总之!

,

数让孩子学会面对挫折6战胜困难!学会永不

言败的精神!建立良好的自信"

对於
,

林匹克数学的训练!学校一直是不遗馀力的!学校
&

了让对数学非常喜爱的学

生能
6

学到更多更广的数学知识!培养他们更高的解
3

数学问题的能力!大力投入各种资

源!开设
,

数培训班!开设数学进阶班!组织学生参加世界各地和本地的数学赛事!给予学

生更大更多的平台去发挥自己的数学能力"

!8家长的鼓励和配合

该校学生们的家长对於学生参加数学竞赛也是用他们的实际行动在支持"!"#$ 年 ##

月 !' 日至 !* 日在马来西亚举行的 !"#$1-1J国际数学
,

林匹克竞赛就有十三位家长随

行!!"#+ 年 % 月 #% 日在深圳举行的华夏杯
3

赛就有二十多位家长陪同前往!!"#+ 年 * 月

#) 日在日本福冈举行的Z1-!"#+ 总
3

赛也有二十多位家长一同前往"

由此可见本校家长们对学生教育的关心和对学校的支持"

'8主要赛事获
.

记
/

##$!"#*Z1US世界数学团体锦标赛&金
"

! 位*银
"

' 位*铜
"

' 位"

'%+'



#!$!"#$Z1-世界数学邀请赛初赛&学校团体冠军*金
"

#" 位*银
"

#" 位*铜
"

!& 位"

#'$!"#$ 校际数学比赛&一等
"

& 位!二等
"

! 位"

#%$!"#$ 小学数学精英大赛&一等
"

& 位*学校团体季军"

#&$!"#$ 港澳数学
,

林匹克公开赛#澳门区$&学校团体总冠军*全场冠军 ! 位*金
"

#%

位*银
"

#! 位*铜
"

* 位"

#)$!"#* 世界数学及解难评估 !"#$ 精英邀请赛&金
"

! 位"

#*$!"#$ 亚太小学数学
,

林匹克&冠军 # 位*金
"

' 位*银
"

' 位*铜
"

% 位"

#$$!"#$ 全港数学大激&冠军 ' 位*亚军 ' 位*季军 ! 位*金
"

## 位*银
"

& 位*

#+$!"#$ 三维杯环亚太国际数学邀请赛&金
"

% 位*银
"

) 位*铜
"

#$ 位"

##"$Z1-世界数学邀请赛 !"#$ 韩国总
3

赛&金
"

! 位*银
"

& 位*铜
"

! 位"

###$!"#$/-1J港澳癧总
3

赛&金
"

' 位*银
"

# 位"

##!$!"#$1-1J第五
!

马来西亚国际数学
,

林匹克竞赛&学校团体金
"

*学校团体银

"

金
"

' 位*银
"

#" 位*铜
"

$ 位"

##'$!"#+ 华夏杯全国数学
,

林匹克邀请赛初赛&一等
"

'! 位*二等
"

*' 位*铜
"

&*

位"

##%$HD>2>R>C国际数学解难大赛 !"#$#澳门区$&金
"

' 位*银
"

% 位*铜
"

# 位"

##&$!"#+Z1-世界数学邀请赛&学校团体冠军*金
"

#& 位*银
"

!! 位*铜
"

%# 位"

##)$!"#$Z1US世界数学团体锦标赛&银
"

& 位*铜
"

% 位"

##*$!"#+ 亚太小学数学
,

林匹克#澳门区$&金
"

! 位*银
"

! 位*铜
"

& 位"

##$$!"#+ 数学大王初赛&冠军 # 位*一等
"

#& 位*二等
"

#$ 位*三等
"

!) 位"

##+$!"#+ 环亚太杯国际数学进阶选拔赛&冠军 % 位*特等
"

' 位*一等
"

) 位*二等
"

#$ 位*三等
"

!' 位"

#!"$!"#+ 港澳数学
,

林匹克公开赛#澳门区$&学校团体总冠军*冠军 ' 位*金
"

!#

位&银
"

$ 位*铜
"

* 位"

#!#$!"#+ 学年学界数学比赛&一等
"

) 位"

#!!$!"#+ 数学思维大激&学校团体冠军*冠军 & 位*亚军 ! 位*季军 ' 位*金
"

!& 位*

银
"

#$ 位*铜
"

#' 位"

%8数学精英从竞赛中成长

数学精英们不但在各大赛事中取得优?的成绩!获得了宝贵的经验!从中学到了很多

课堂上无法学到的知识和能力!更可贵的是在日常学习中能
6

把在进阶班课堂中所学的知

识与其他同学分享!尽自己所能去帮助其他同学"这里特
$

要介绍一位在学校一系列数学

竞赛活动中成长起的周昊天同学!他在?初二时就被选拔参加/012#全美高中数学比赛$

澳门代表队的成员!而且年年参加赛事!澳门代表队也曾两次在美国荣获国际组冠军!周昊

天同学功不可
8

"特区政府也曾两次
&

澳门代表队颁发荣誉
"

状"

'&+'



&8参赛足?遍及国际社会

该校非常重视2第二课堂3活动的开展!校方每学年均举办多类型6常规性的校
%

活动

及比赛!既提高了学生的学习兴趣和运用知识的能力!培养了学生的责任感和自信心!又奠

定了同学们参与各项校际或公开比赛的基础"不少同学不但取得优?成绩!夺得
"

项!更

获选
&

澳门代表!参加埠际以至国际性比赛!!"#& 年有两位同学获选澳门代表参加在中国

长春举行的国际数学竞赛*!"#) 年有十三位学生参加马来西亚国际数学
,

林匹克赛取得五

金三银一铜的好成绩!?有四位同学获选澳门代表参加在香港举行的全港小学数学比赛

!"#) 全国邀请赛获团体季军*在 !"#$ 年有四位小学同学获选澳门代表参加在保加利亚举

行的国际数学竞赛!同时获选澳门代表参加在香港举行的保良局小学数学世界邀请赛!?

有两位同学作
&

澳门代表参加在新加坡举行的亚太小学数学
,

林匹克竞赛*在 !"#+ 年也

有四位小学同学获选澳门代表参加在南非举行的国际数学竞赛!同时获选澳门代表参加在

香港举行的保良局小学数学世界邀请赛!?有一位同学作
&

澳门代表参加在新加坡举行的

亚太小学数学
,

林匹克竞赛!

&

学校
;

光!

&

澳门取得荣誉"

')+'



澳门数学教育研究学会
联络地址&澳门殷皇子大马路 ## 号群发花园第一座 #% 楼/

电话&$&' K!$+)&!&'!$&' K))$*$&&' 传真&$&' K!$*$$!&+
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会务活动纪
$

!""!年

) 月 #* 日 在鱶仔海岛公证署办理本会盰
=

手续"

!""#年

)月 * 日 举办0中国数学教学的双基原理
8

!""! 年数学教育高级研讨班1

88

会议精神传达报告会"

#! 月 #'6#% 日 举行中小学0数学开放题教学1专题研讨会及示范课"

#! 月 .澳门数学教育/创刊号出版"

!""$年

% 月 #* 日 举办0M1a2:X 和动态数学教学1讲座"

+ 月 '" 日 赴杭州拜访教育研究中心!访问海宁市崇文实验学校及杭州市南宛

小学"

#" 月 +6#" 日 举行0数学情景与提出问题教学1专题研讨会及示范课"

!""%年

' 月 !% K!$ 日 赴贵阳6兴义市参观和交流!访问兴义八中和延安路小学"

% 月 #) 日 与教育出版社合办0突破儿童数学思维空间1研讨会及.新思维数学/

教材展览会"

## 月 !)6!* 日 举行0全国小学特级数学男教师教学风采展示1专题研讨会及示范课"

#! 月 !" K!$ 日 前往武汉访问华中师范大学第一附属中学6东方红小学以及育才第二

小学"

!""&年

' 月 % 日 举办0因材施教6拔尖保底
88

如何帮助数学差生学习1专题研讨会"

'*+'



% 月 #%6#& 日 赴广东省河原市第二小学和河源市中学观课"

) 月 !& K!+ 日 前往山东济南参观济南第十二中学和解放路第一小学"

#! 月 + K#" 日 举行0国家数学教育高级研修班@数学教师教育A澳门会议1"

!""'年

% 月 !$6!+ 日 与全国尝试教学理论研究会合办0两岸四地小学数学课堂教学观摩及

(

课比赛1"

* 月 %6& 日 与澳门大学教育学院合办0有效的数学教学&一个国际视角1及0有效

数学教学实务&美国的经验1讲座"

* 月 '" 日至

$ 月 ' 日 访问陕西省西安市吉祥路小学6西安市第一中学6西北工业大学附小"

+ 月 # 日 举办0创造性数学的想法及方法运用1讲座"

!""(年

## 月 # 日 举办0小学数学专家讲座1"

## 月 !! 日 举办0中学数学教育改革成功经验介绍暨课堂教学展示1专题会议"

!"")年

&月 !+ 日6'" 日 前往美国参加第 '%

!

美国高中数学竞赛#/012$!荣获国际组第一

名"

$月 #&日n!"日访问内蒙古包头市铁路二中"

## 月 #% 日 举办0数学教学的有效性与开放性1研讨大会及示范课"

#! 月 & 日6) 日 举办0第一
!

澳门小学数学优质课堂教学1评比大会"

#庆祝祖国成立 )" 盷年!澳门回归 #" 盷年!本会成立 & 盷年活动$

!"*"年

) 月 成立0澳门数学
,

林匹克学会1!政府宪报刊登该会章程"

##月 !)日6!*日组织 #$ 名数学优秀学生前往北京参加首
!

世界数学团体锦标赛"

# 月 #$ 日 华东师范大学聘请汪会长担任华东师范大学国际数学
,

林匹克研究

中心澳门实验培训基地主任"

!"**年

# 月 !$ 日 2美国高中数学竞赛3澳门区代表队荣获澳门特区政府颁授功绩
"

状"

+月 !*日6!$日 与澳门大学教育学院合办0国际著名教育家苏霍姆林斯基教育理念介

绍会1"

'$+'



!"*!年

) 月 + 日 举办0如何激发学生数学创造力讲座暨中学数学课堂教学展示1公

开课"

$ 月 # K) 日 赴吉林6延边中6小学进行学术交流"

## 月 ' K% 日 举办0全国小学数学四大教学流派课堂教学展示课1"

## 月 ' 日晚上 举行庆祝本会成立十盷年晚宴!十盷年成果展"

!"*#年

% 月 ) 日 举办亚太区小学
,

数#澳门区$选拔赛"

% 月 #% 日 进行中学第二十四
!

6小学第十一
!

0希望杯1澳门地区第二试
3

赛"

% 月 #) 日 名誉会长陈明金先生宴请本会!表示对本澳数学教育的支持和鼓励"

& 月 ## 日 举办0幼儿教育理论讲座与幼儿教学实践示范课1"

) 月 # 日 赴新加坡参加 !"#' 亚太小学数学
,

林匹克总
3

赛"

& 月 '#6) 月 # 日前往美国参加第 '$

!

美国高中数学竞赛#/012$!澳门队第二"

) 月 #& K#+ 日 举办数学实验'''统计与概率工作坊"

* 月 #" 日 澳门基金会
&

/012澳门队凯旋而归的健儿举行庆功宴"

* 月 #$ 日 举行希望杯6亚太区小学
,

数#新加坡$6数学大王赛颁
"

礼暨

#/012$美国高中数学竞赛成果
K

报会"

$ 月 # K* 日 赴哈尔滨6鸡西中6小学进行学术交流"

## 月 #) K#* 日 与澳门大学教育学院合办2尝试教学理论研究华人论坛3和幼儿教育

报告会"

#! 月 * K+ 日 举办2中学6小学数学
,

林匹克教练员考级盵书培训班3"

#! 月 .澳门数学教育/第十一期出版"

!"*$年

# 月 ## 日 举行2几何王3初中平面几何学习软件介绍会"

% 月 ' 日 拜访澳门基金会"

% 月 #' 日 进行中学第二十五
!

6小学第十二
!

0希望杯1澳门地区第二试
3

赛"

% 月 #& 日 拜访澳门教育暨青年局"

%月 #*日至 !#日赴台湾澎湖6高雄参访活动"

% 月 !) 日 举办 0史丰收速算法1介绍会"

& 月 '" K'# 日 前往美国参加第 '+

!

美国高中数学竞赛#/012$!澳门队第二"

) 月 #% 日 举行 2领导数学科组工作经验介绍会暨渖阳七中教学展示课3活动"

* 月 ## 日 举行2几何王3初中平面几何学习软件培训班"

'++'



* 月 #! 日 举行希望杯6亚太区小学
,

数#新加坡$6数学大王赛6环亚太杯国际

数学赛6中小学数学
,

林匹克教练员考级盵书颁
"

礼暨#/012$美国

高中数学竞赛成果
K

报会"

$ 月 #" K#) 日 派学生前往四川西昌参加澳门基金会教科文中心航天团"

#" 月 #$ 日 举办0熟能生巧数学观点讲座暨高中数学教学展示课1"

## 月 !! K!'6

!+ K'" 日 举办0史丰收速算法1导师培训班"

#! 月 ) 日6* 日 举办0第五
!

澳门小学数学优质课堂教学1评比大会暨全国协作区孔

子杯小学数学课堂教学大赛#澳门赛区$"

#! 月 .澳门数学教育/第十二期出版"

!"*%年

# 月 #) 日 拜访澳门基金会"

# 月 '# 日 举行成立 0史丰收速算法1培训基地新闻发?会"

% 月 #! 日 进行中学第二十六
!

6小学第十三
!

0希望杯1澳门地区第二试
3

赛"

% 月 #+ 日 拜访澳门教育暨青年局"

& 月 #" 日 汪会长参加上海0小学数学教师教育高级研修班1"

& 月 !' 日 举行 2任勇的数学教学主张3讲座"

& 月 !$ K'# 日 前往新加坡参加第 !) 届亚太区小学数学
,

林匹克赛
3

赛"

& 月 !+ K'" 日 前往美国参加第 %"

!

美国高中数学竞赛#/012$!澳门队重获冠军"

) 月 #' 日 举行希望杯6亚太区小学
,

数#新加坡$6数学大王赛6环亚太杯国际

数学赛暨#/012$美国高中数学竞赛成果
K

报会"

) 月 ' K* 日 澳门大学教育学院与本会合办0数学整数教育o专题研讨会"

) 月 ) 日 邀请意大利几何学专家和捷克数学家教育专家举行讲座"

) 月 !* 日 往港参加史丰收速算两岸三地比赛"

*月 ## 日 与澳门大学教育学院6香港资优教育学会合办2环亚太杯国际数学邀

请赛总
3

赛3"

$ 月 .两岸三地升大数学教程/出版"

$ 月 $ K#! 日 澳门队赴桂林参加Z1-世界数学邀请赛"

$ 月 #& K!" 日 赴陕西省进行学术交流"

#" 月 #* 日 举办0幼儿教育报告会及幼儿史丰收速算法演示课1"

#! 月 & 日6) 日 举办0第一
!

小学新思维数学0澳门杯1课堂教学大赛评比大会1"

#! 月 * 日 获澳门特
$

行政区授予团队功绩
"

状"

#! 月 .澳门数学教育/第十三期出版"

'""#'



!"*&年

# 月 #* 日 举办0儿童资优培育1介绍会"

' 月 & 日 举办0希望杯数学兢赛试题分析1讲座"

' 月 #+ 日 合办 0中6小学数学实验和智力发展1专题讲座"

& 月 !) K!+ 日 前往新加坡参加第 !* 届亚太区小学数学
,

林匹克赛
3

赛"

) 月 ' K% 日 前往美国参加第 %#

!

美国高中数学竞赛#/012$!澳门队获亚军"

) 月 #$ 日 举行希望杯6亚太区小学
,

数#新加坡$6数学大王赛6环亚太杯国际

数学赛暨#/012$美国高中数学竞赛成果
K

报会"

#" 月 !! 日 举办0云南丽江市教育局讲座暨中学示范课1"

## 月 #+ 日 举办0四川省成都市成华小学示范课1"

## 月 !& K!+ 日 前往马来西亚参加1-1J马来西亚国际
,

数竞赛"

#! 月 #" K## 日 举办第二
!

小学0新思维数学1澳门杯课堂教学比赛"

#! 月 .澳门数学教育/第十四期出版"

!"*'年

' 月 ## 日 庆祝十五周年会庆暨春茗聚餐"

& 月 !& K!$ 日 前往新加坡参加第 !$ 届亚太区小学数学
,

林匹克赛
3

赛"

) 月 ! K' 日 前往美国参加第 %!

!

美国高中数学竞赛#/012$"

) 月 #* 日 希望杯6亚太区小学
,

数#新加坡$6数学大王赛6环亚太杯国际数学

赛暨#/012$美国高中数学竞赛成果
K

报会"

* 月 $ K+ 日 举行首办2首
!,

林匹克数学三维杯环亚太国际邀请赛赛#!"#*$3"

+ 月 #! 日 拜访谭俊荣司长"

## 月 % 日 举办0海峡两岸小学数学课堂教学交流展示1"

#! 月 + 日6#" 日 举办第三
!

小学0新思维数学1澳门杯课堂教学比赛"

#! 月 .澳门数学教育/第十五期出版"

!"*(年

# 月 !$ 日 前往中山拜访华星幼稚园"

% 月 !$ 日 举办 2世界七大数学死题破解演讲会3"

& 月 !% K!+ 日 前往新加坡参加第 !+ 届亚太区小学数学
,

林匹克赛
3

赛"

) 月 # K! 日 前往美国参加第 %'

!

美国高中数学竞赛#/012$"

) 月 '" 日K

* 月 ! 日 合办 !"#$ 三维杯环亚太国际数学邀请赛#香港举行$"

* 月 * 日 希望杯6数学大王国际邀请赛6环亚太杯国际数学赛暨#/012$美国

高中数学竞赛成果
K

报会"

'#"#'



& 月 !& K!$ 日 前往新加坡参加第 !$ 届亚太区小学数学
,

林匹克赛
3

赛"

) 月
&

香港名创教育#文达出版社$编辑的澳门基力数学探知 #/和 #I

出版"

) 月 #) K#* 日 前往深圳出席 !"#$ 全国史丰收数学速算法大
"

赛"

#" 月 #' 日 举办 2使用漫画进行数学教学 ' 来自新加坡的经验3讲座"

## 月 #" 日 举办 2世界数学难题一尺解第二次讲座3"

##月 !' K!* 日 前往马来西亚力行华小学参加第 &

!

马来西亚国际数学
,

林匹克竞

赛"

#! 月 $ K+ 日 第二十八
!

2

K

业癧中学生常识问答比赛3数学命题!

&

协办单位"

#!月 #&日6#)日举办常港澳小学2新思维数学3课堂教学邀请赛"

#! 月 .澳门数学教育/第十六期出版"

!"*)年

) 月 # 日 前往新加坡参加第 '" 届亚太区小学数学
,

林匹克赛
3

赛!邵敏老师

带领叶豪翔同学#培正$和许睿翔同学#濠江小学$!叶豪翔同学获荣

誉
"

!为澳门学界
;

光"

& 月 '" 日K

)月 $ 日 组织本澳 #+ 名数学优秀学生前往美国拉斯维加斯
%

华达大学拉斯维

加斯校区#YT2̀$参加第 %%

!

美国高中数学竞赛#/012$!澳门队领

队6教练6施振雄6金鑫!导师贺彩珍6刘淑华6

.

?玲!队员包括 #濠

江$高伟盛6袁浩轩6容逸朗6李俊盓6郑嘉茵6

L

月祺6#镜平$杨昊6邓

颖
M

6罗俊熙6袁中原6刘子鹏6#劳校$余文焯6何
A

成6孔繁铭6#培

道$廖汶锋6叶颖超"比赛完毕後!?览 :55C>总部和旧金山等景点"

澳门队於国际排名榜排名第四"

* 月 & K$ 日 主办 !"#+ 金莲花杯国际数学邀请赛!共 %#$ 名中小学生参加"

澳门学校成绩&

培正中学在小一团体赛获冠6亚和季军6小二团体赛获冠军和亚军6小

三团体赛获冠军6小五团体赛获冠军和季军6小六团体赛获亚军和季

军6初一团体赛获冠军6高中团体赛获亚军"

濠江中学附属小学在小六团体赛获冠军6获全场小学冠军
"

杯"

濠江中学在初一团体赛获亚军6初二团体赛获冠军6初三团体赛获冠

军6高中团体赛获冠军6获全场中学冠军
"

杯"

濠江英才学校在初一团体赛获季军6初二团体赛获亚军6初三团体赛

获亚和季军6高三团体赛获季军"

劳校在初二团体赛获季军"

'!"#'



* 月 * 日 於万豪轩酒楼举行金莲花杯国际数学邀请赛6数学大王国际邀请赛6

环亚太杯国际数学赛暨#/012$美国高中数学竞赛成果
K

报会"

) 月
&

香港名创教育#文达出版社$编辑的澳门基力数学探知 !/和 !I

出版"

##月 !! K!& 日 汪甄南和刘淑华老师带领 )+ 位培正小学生和家长前往马来西亚力行

华小学参加第 )

!

马来西亚国际数学
,

林匹克竞赛"

#! 月 ) K* 日 邓海棠博士
&

第二十八
!

2

K

业癧中学生常识问答比赛3数学命题!

本会
&

协办单位"

## 月 '" 日6

#! 月 # 日 於濠江中学附属小学礼堂举办2庆回归KK海峡两岸小学新思维数学

课堂教学大赛3"

进入
3

赛老师&

濠江中学附属小学郭倩莹老师!课题&小五(长方体和正方体的认识)

化地玛圣母女子学校洪丽老师!课题&小三(位置与方向)

天津徐长青老师!课题&小三(重砯问题)

四川李志军老师!课题&小四(一般应用题的?戏)

台湾黄慧琳老师!课题&小四(打开潘朵拉的盒子#正方体解密$)

评委&方运加教授#首都师范大学数学系$6邱学华院长#常州大学尝

试教育科学研究院$6廖本煌副校长#台湾高雄师大$6葛
7

春校长

#常州市花园小学$6胡月媚#澳门数学教育研究学会理事$"

评选结果&

一等
"

&黄慧琳老师6郭倩莹老师6洪丽老师

优秀教案
"

&#英才$汤倩盈老师6#德明$梁丽容老师6#明爱$罗俊

N

老师6蒋雅涛老师6许锦超老师6林丽燕老师"

#! 月 .澳门数学教育/第十七期出版"

''"#'






